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从 1983 年 开始 ， 作 者 为 北京 太 学 数学 系 四 全 级 学 生 和 和 北 
京 计算 机 学 院 计 算 机 科学 系 四 年 级 学 牛 讲授 了 一 门 有 限 元 方 
法 入 门 课 ， 名 为 “大 限 元 方法 引 论 ”、， 和 刘 履 本 课程 的 还 丰 校 
站 外 的 研究 计生 和 进修 教师 、 讲授 时 数 为 每 周三 党 时 ， 束 个 党 

节奏 计 四 二 五 至 五 十 学 时 到 现在 为 让， 己 讲 了 自选 ， 竺 瘤 
六 科 料 的 到 会 与 篇 排 说 面 必 宥 一些 改动 .本 省 是 在 庶 讲义 的 
其 由 | 经 补充 修改 而 成 的 . 

打 限 元 方法 的 内 容 - 上 分 主人 入 ， 作 者 试图 将 本 书写 成 一 本 
肉 窜 简明 ， 难 易 远 度 的 圾 材 ， 主 开 供 亢 等 学 校本 科 和 后 学 习 之 
天. 于 穿 伞 书 的 是 两 条 让 要 线索 ， 第 - ， 妇 人 柯 注 -个 局 微分 
训 程 鸭 于 解 问题 化 次 代数 方程 组 或 常 微分 方 种 组 ， 第 二 ， 扫 
得分 析 一 个 疗法 的 殿 伐 性 .此 与 这 两 条 二 级 基 系 不 去 的 村 料 
者 例 去 了 ， 好 ， 和 与 有 限 元 方法 有 关 的 力学 ， 物 再 知识 . 求解 
代数 方程 组 的 技巧 . 各 序 的 编制 与 使 用 等 等 ， 就 有 限 元 方法 
班 论 而 将 ， 本 书 世 仅 各 一 杰 入 门 书 ， 荐 望 能 为 读者 使 用 与 深 
信 尝 可 有 限 苍 方法 把 : 住 - 个 扰 实 的 基础 .对 于 存 和 有 限 元 方法 
入 人 守 中 并 而 已 经 筷 : 兴 了 下 富 经 验 的 广 者 ， 作 者 希望 本 书 能 对 
伟人 下 埋 话 鞋 的 担 栅 布 所 帮助 . 

疗 读 本 书 ， 读 者 宣 且 备 太 学 型 科 教学 大纲 和 中 规定 的 数学 

细 及 泛 函 分 析 的 知识 ， 考 增 到 有 些 知 识 ， 如 Co6- 
oem 空间 的 - 芷 概念 当 本 后 不 -一定 在 这 酚 [ 浊 程 中 讲授 
过 ， 本 书 安 济 了 第 一 音 ， 这 一 保科 下 地 介绍 了 - 眶 也 第 知 
刘 、 策 学 习 李 他 雹 方 泪 的 氏 此 嘲 音 ， 读 者 只 十 记 住 钴 论 ， 向 

下 


椒 必 深究 一 些 定理 移 证 明 . 

第 四 章 是 本 书 最 困难 的 一 章 . 有 关 的 文献 一 般 比 较 艰 
深 ， 因 一 作者 企 处 理 一 坚 材 料 朋 ， 并 不 追求 数学 上 的 严 杨 
性 ， 而 上 氏 力 图 使 上册 容 通俗 易 履 - -不 .即使 这 样 ， 在 教学 实践 
中 ， 教 与 学 调 方 面 帮 仍 感 和 天 吃力， 读者 如 时 内 准备 学 习 涂 调 
有 限 元 方法 ， 这 一 章 可 咯 去 不 读 . 

作者 在 每 章 的 后 而 者 安排 了 一 些 习 题 ， 在 本 书 的 最 后 纵 
了 部 分 习题 的 答案 及 提示 .有 一 些 避 题 不 很 容易 ， 和 望 恋 者 
们 在 阅读 的 加 时， 在 习题 上 光 化 -一些 时 间 ， 如 不 能 完成 全 
部 ， 兵 完 苞 一 部 分 也 是 有 益 的 ， 

兰 礼 酒 数 授 钼 经 疯 读 过 作者 的 讲义 ， 提 出 了 宝贵 的 辣 
见 、 此 外 ， 在 每 深 讲 授 过 程 中 .听众 的 反映 部 给 作者 以 不 少 
短发 ， 借 此 机 会 ， 作 者 向 以 上 则 雯 表示 庄 心 的 感谢 . 

由 于 作 考 学识 浅 往 ， 李 韦 中 错误 在 所 难 亿 ， 选 材 方 面 也 
定 和 和 失当 之 外 ， 请 读者 批 重 指正. 

应 隆安 
1986 征 1 月 于 北京 大学 
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预备 知识 
人 oSons9 空 间接 步 


蛮 秀 - 级 信 与 Lagrange 必 汪 err 


这 值 问题 的 弱 解 : 


椭 回 型 边 值 问题 的 有 限 元 方法 (一) ……… 
[T° EDEHEH 方法 与 Ritg 广 法 舍 a 
请 肖 元 方法 与 洲 休 六 法 交汇 这 


结构 的 德 隆 耸 朵 ……， 


丽 和 有 限 元 才 述 汰 的 - - 狭 许 
高 防 方 积 - i 


清流 全 问题 的 有 限 元 方法 《二 ) ……… 


拙 荣 涂 落 估计 - 


博 和 值 蚂 糙 的 涡 其 Ct 
Aubino—Nitsche 捷 配 本 
混合 、 厅 交 ， 非 协调 有 限 元 方法 …………… 
对 应 于 同一 边 但 和 阿古 的 不 同上 赤 人 芬 问 题 一 


温 合 有 限 扰 方法 ， 


二 于 余 能 原理 的 妹 室 有限 元 方法 
撕 于 最 个 扫 船 原 塌 的 杂交 有 限 元 育 流 


韭 协 调 有 限 汇 方法 
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非 诗 调 有 限 元 方法 的 政 敏 性 … 


张 获 件 与 Babugsgka--Brezzi 生 件 pp 


特征 值 问 题 a 


曲解 政 有 限 元 方法 ee 


特征 值 的 误差 入 计 …- 


特征 隔 迷 移 误差 估计 


发 展 方程 的 有 限 苑 方法 … 


对 空间 变 坟 半 让 区 本 + 
对 时 间 变 时 侍 离 徐 化 ee 


一 些 单元 欧 播 什 公 式 … 
三 角形 意 元 pe 


Babu ska- 县 rezzi 理 论 :… 
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在 讲 正文 以 前 ， 我 们 先 考察 一 个 例子 ， 它 报 其 简单 ， 也 
不 是 有 限 元 方法 ,但 是 也 许 能 对 我 们 理解 有 限 元 方法 的 基本 
思想 有 一 - 些 捉 示 . 

考虑 二 元 一 次 代数 方程 

(0 

Rs 1 天 十 天 :四 一 了 :. (1) 
琅 的 解法 很 多 ， 常 用 的 一 个 是 消 元 法 ， 以 常数 4 乘 第 一式 ， 
常数 5 飞 第 二 式 ， 丙 式 相 训 得 

oR EE ok + = fotfb, 

(2) 
当 取 4 和 已， 就 怠 以 使 z 的 系数 或 8 的 系数 等 于 零 ， 先 求 出 
一 个 未 知 数 ， 另 一 个 未 知 数 的 求解 就 不 难 了 . 

现在 ， 让 我 位 改变 一 个 观点 看 (4 2 ) 式 ， 提 出 如 下 间 题 ， 

问题 GG 求 z,3 ,使 ( 2 ) 式 对 于 任意 的 常数 a,5 都 成 立 . 

容易 看 出 ,问题 G 与 方程 组 ( 1 ) 是 等 价 的 ， 即 (1 3 的 解 
必 为 问题 局 的 解 ， 反 之 记 对 . 

我 们 骨 措 一 个 观点 ， 假 设 有 一 个 可 微 函 数 F(z,y)， 它 
注 足 
Ohi tt biay fy 
= 21T 十 证 29 一下:， 


在 ( 2 ) 中 分 别 将 a,5 记 为 &z,a8， 则 ( 2 ) 式 可 以 改 守 成 


他 三 pd 
一 及 人 
Or tT ay’Y 


即 dF(r,y)=0, 

疗 即 (x,y) 古 半数 证 的 对 成 - 
问题 RR 求 消 数 了 的 驻 点 (2*,). 
显然， 问题 及 与 问题 公交 二 每 价 的 . 
浮 数 下 不 一 定 存在 ， 训 果 天 存在 ， 则 有 


OF oF 
Ox oy OFOT 
名 下 < 一 下 1 ， 《了 3 


即 方程 组 (CC 1 ) 的 系 匈 天 阵 是 允 称 的 . 茶 件 ( 3) 又 是 充分 条 性 ， 
因为 在 性 情况 下 
Flr,g) 
一 地 下，; 瑟 2 十 下 | a 区 六 十 hag"— fr 一 了 :3 
用 托 阵 和 阿 景 的 记 全 ， 今 四 
ER Ks ¥ rf 
KE= 一 =: 
GG., Ess ). (， / 和 
F(aur Ru urf, 
其 中 于 标 全 表示 转 轿 ， 三 秋生 法 就 是 
原 问 题 。 求 tt 合 人 = 玫 : 
问题 求 UNwTRU 二 wf, yocR’, 
问题 民 ” 求 t 控 2 二 0， 
其 中 县 ?表示 二 - 维 问 时 空间 
问题 及 使 大 想 户 梳 们 问题 ， 信 是 在 一 般 情 六 下 Ut 不 是 羽 
值 点 ， 油 站 是 正定 竺 院 峙 ， 玫 起 尘 继 空间 中 的 一 个 凸 曲 面 ， 
2 


问题 及 和 才 是 求 焉 的 式 小 俩 点 . 

以 芋 菌 虑 问题 的 且 路 与 习 饶 乔 过 程 相 反 ， 习 懂 的 过 程 是 
将 … 个 柑 倩 问题 通过 求 币 分 华为 方 竹 组 5 1 然而， 将 方程 
组 ( 1 )? 华 慷 回 题 人 或 癌 题 用 正 是 衬 分 太 法 的 特色 ， 三 元 方 
法 研 是 - 入室 分 方法 . 

以 于 三 种 担 法 有 站 物 型 背 明 ,我 们 举 下 向 的 例 于 说 明 这 
一 点 . 

考虑 弹性 硅 外 力作 用 下 的 平 入 ,在 44,8 点 分 别 作 用 有 外 
力 了 与 f;. 求 这 两 点 的 代 物 ?与 # {图 1). 


方法 1 平衡 方程 
下 1z 一 了 1 二 了 2 ， 
ky—2)=f:. 


可 以 化 为 
(FE 十 rE 二 fi, 
—ksT+E y= f;. 
以 上 方程 组 的 系 煞 矩阵 是 对 称 正 定 的 ， 求 解 可 得 和 与 外 
方法 2 ”上 乾 功 原理 ， 设 存 4,8 两 点 笠 有 虚 信 娩 w_ 4 唱 虚 
荡 汶 
Wo=—t ra ty— tN ootfidtit=0. 
印 


al(k. TE ze bay) oh) fot+fb, Ya,b. 
方法 3 入 小 总 势能 原 塌 ， 系 统 的 总 势能 是 


P= 一 ,> 十 ha(y—2)*— fs—fay. 


学 它 的 一 阶 微 商 08 oz， 60657038 等 于 零 ， 可 以 求解 3 与? 。 
以 上 三 种 方法 恰 与 前 面 的 三 种 提 法 对 应 . 
我 们 已 经 考虑 了 具有 了 两 信 曲 由 庶 的 系统 与 情 微 分 方程 
世 应 的 是 无 旁 允 个 自由 舟 的 系统 ， 为 此 ， 我 们 需要 考虑 相应 
的 卫 穷 蕉 空间 ， 即 人 o6omeB 空 间 ， 所 及 无 穷 维 空间 上 的 微 
分 . 


第 一 全 ”预备 知识 


$1 Co6o0HeB 宅 间 初 步 


本 书 中 的 材料 远 不 是 Co6omeB 空 间 理 论 的 完整 氢 述 ， 
所 有 定理 都 不 给 证 明 ， 内 基 向 读者 介绍 一 些 与 学 习 有 限 元 方 
著 在 关 的 必 备 知识 读者 戎 要 系统 学 习 这 部 分 知识 ， 可 参 
下 参考 书 日 .我 们 永远 假定 只 是 % 维 空间 及 " 中 有 界 朋 连通 
韵 区 域 ， 边 抠 是 60 马 ， 空间 及 "中 的 点 以 一 KX,"… ,Fn)》 表 
东 ， 当 m= 二 2 时 ， 以 (% ,8) 玫 示 ， 设 六 是 一 个 非 负 整数 ， 或 
省 是 co， 在 生 内 mw 次 连续 可 微 的 函数 的 集合 记 作 Cm"(8); 在 
闭 区域 吕 上 m 次 连 溉 可 微 的 苞 数 的 集合 记 作 OB})，O"™(9) 
中 所 有 在 号 风 有 紧 支 集 的 范 数 的 集合 记 作 CI) 当 
所 一 0 时 ， 可 以 林 写 瘀 而 简单 巧 记 作 CC 各 ),C55) 与 如 呈 ) 
鲨 数 y 前 偏 微 商 可 以 写成 

Be 
PT FEE TT 
其 中 a 二 (C91,-… ,Gn) 是 一 个 行 问 量 ， 它 也 称 作 多 重 指标 ， 
oq.… ,Gn 是 非 负 整数 ， 记 |al =9 1 十 十 os. 


0" Y= 


1.1 广 这 微 高 
定 兴 1 如果 范 数 4 在 区 域 吕 上 在 Lebesgue 意义 下 局 
部 可 积 ， 而 且 有 一 个 世 在 号 上 电 部 可 积 的 函数 ， 人 使 


[vwaz=—| a OP ar, YPEOO), 
[| 业 QF 


其 中 xz: 是 某 一 自 变 最 ，Lsi<S2， 则 称 ? 是 wx 对 月 变量 ? 的 一 
5 


险 广 祥 微 次， 沁 作 一 Duerr 

刀 采 + 是 连续 的 ， 刘 电 在 百 旺 意 闵 下 的 微 商 bz7oz 也 是 
连续 的 ， 香 用 局 TecD 公 式 可 以 厦 出 六 七 等 式 是 成 立 的 ， 国 
此 广 久 微 商 概念 是 古典 微 商 概念 的 一 个 推广 ， 以 上 定义 可 以 
推广 为 任意 阶 广 广 微 商 ， 

定义 2 部 果 函数 & 在 8 上 局 评 可 积 ， 侧 量 有 一 个 地 在 
号 上 局 部 可 积 的 函数 p， 使 

| v9paz=(—1)" | ao"gaz， OT), 


则 记 2 = 8， 称 z 是 4 的 一 个 | & | 阶 广 叉 微 商 . 
例 1 设 区 域 遇 掉 -= 党 背 曲 面 仿 分 其 浪子 区 城 吕 | 避 闪 ， 
《图 21， 琴 各 te et) 在 集 
会 旨 \ 六 上 # 的 一 阶 占 上 典 向 商 连 
练 且 有 上 界 .一 般 而 言 ， 在 古典 
意 六 下 2 在 马上 是 不 可 微 的 . 但 、 
是 在 吕 上 广 康 微 商 2 一 9u/0%t 
(二 1,,R) 在 在 ， 在 R88 上 
2 等 于 古典 微 商 Bu axzr， 在 总 
上 v2 的 值 全 元 关 肥 要 的 ， 内 法 是 -一 个 零 测 度 的 集合 . 
证 明 对 于 仁 辣 的 旬 E CT 号， 用 CiFee3D 人 公式 得 


| 他人 的 由 攻 一 | 
EF ol 


-| 9 pdrt | Ou pa 
pe 由 从 


号 过 放 


闵 2 


和 六 @ 工 十 | 居 信 二 
a 


I 


jp 
二 .一 iw | COSBGi 
j 好 证 十 st 6 


-| "99 az—| unoosais, 
ni, 作证; 3 


技 村 ai 是 遇 : 在 总 了 上 上 的 外 法 间 量 与 3 人 的 夷 有 【对 于 号 十 内 
法 让 域 }，&@8 是 8 一 1 雏 曲 面 被 分 ， 民 此 


| 由 的 并 年 一 一 | no dy. 


局 in Os 
按 定义 ，% 就 是 广义 微 商 04/9xs 
例 2 对 于 以 上 区 域 ， 设 
] ， 二 人 人， 
= | 2, ze 
则 至 少 夺 一 个 一 阶 矿 半 敏 商 不 存在 . 
证 明 ”加 来 广 吝 入 商 ?二 a90z1 11 一 1 ,9 者 在 在 ， 
由 在 呈 与 号 :上 ，" 也 是 广义 微 商 ， 但 是 在 号 与 9; [Pa 的 十 
-上 旺 徽 商 等 于 党 ， 因 此 p 和 分 出 在 吕 , 与 妃 : 上 等 于 霉 ， 印 它 有 几乎 
处 钼 肖 各 . 按 定 六 1 


中 如 T8011 公式 
-| us dz 一 | Peosaids. 
但 是 对 于 i 一 1 和 2， Co080; 不 可 能 大 等 于 零 ， 由 兄 的 ,任意 
性 ， 忆 上 等 式 不 可 能 恒 成 闪 ， 于 是 导 笋 一 个 不 盾 ， 因此 的 
一 阶 广 妾 微 商 中 ， 储 少 有 一 个 不 存 站 ， . 
从 例 1 ,2 可 以 香 入 ， 丛 作业 EEC) 下 本 质 的 .但是 它 不 
是 此 要 杀生 在 本 草 习 是 中 有 一 个 反倒. 


1.2 Co5omeB 空 间 


定 广 了 设 六 为 正 负 束 数 ，1 近 2 和 县 ce ， 作 集合 
鲜 呈 时 吕 ?一 人 和 见 红 呈 )， OuELI RN la Em)}, 
并 日 典 予 范 数 


lalia, s—( SE 


口 3 汉 | 立 | 时 嘿 


， ) - 
‘lon pl) 1p, 
elm = Max O°" ullo, », 

蜂 | 


其 中 上 | ,表示 空间 上 ?i 人 昌 ) 中 的 范 数 , 册 所 得 到 的 线性 且 范 
空间 令 W ?( 和 如) 称 汶 是 一 个 CoBoneB 空 闻 . 

容 久 证 明 ， 古 ” f( 妨 ) 是 一 个 Banach 空间 . 显然， 当 
负 一 0， 和) 二 LL? )， 因 此 本 Ww?(2) 是 5?( 如 ) 的 一 个 
挫 广 ， 当 p= 二 2， 瑟 mw 人) 又 可 以 记 作 五 w=(8R), 它 是 一 个 
Hilbert 空 间 . 如 果 舌 要 特别 地 指出 函数 的 定义 域 ， 我 们 将 
落 数 记 作 | . 1 sp, oa， 如 果 y= 二 2， 我 们 可 以 简单 地 将 落 数 记 
作 || ||. 

以 下 定理 在 Co6omeB 室 间 理 论 中 是 基本 的 . 

定理 1 媳 果 区 域 吕 的 边界 9 是 Lipschitz 和 连 绽 的 曲 
面 ，1 所 了 之 coo， 则 0*(29) 在 玉 "?( 旬 ) 中 稠密 . 

搞 条 话说 , 任 给 w 盛 环 *?( 加 ), 存 企 序 列 { CO*()， 
使 当 i 一 oo 时 


| |), s—0, 


殴 开 上 上 述 区 域 ， 我 们 就 可 以 给 出 Co6omeB 空 间 前 一 个 
等 价 的 定妆 : 


定义 4 空间 O00) 在 范 锋 ha, 下 的 完备 化 空间 称 
为 Co6oneB 窜 冯 "™ ?0 ). 
按照 周 相思 路 ， 我 们 对 于 任意 区 域 作 部 下 的 定义 ， 
定 以 5 空间 CI) 在 范 数 | ln sg 下 在 空间 这 2 (8) 
内 的 志 包 称 为 Co6oTeB 宗 间 厂 7 六合 )， 
中 


穿 易 证 其 ， 邢 ?了 [( 昌 ) 也 显 -- 个 Banach 空 间 ， 当 2 二 2， 
可 忆 记 御 吾 "CBY， 亿 全 一 个 iberi 认 全 ， 帮 ?7 了 {全} 由 的 
缠 攻 一 散 不 证 查 全 内 有 有 紧 亦 从， 在 边 第 上 它 的 性 质 将 由 往年 
班 :IF 淹 划 ， 
在 再} 吊 还 本 以 引进 半 苑 数 
m= {TE ou.s) .1S<p<%, 


:WM mm 一 max a" wllo. -= 
显然 ， 员 要 炽 人 0， 册 上 尘 范 煞 就 不 是 范 数 . 
i.3 了 腕 入 定型 


我 们 首先 考虑 ~-… 元 阴 数 的 人 悄 形 . 

侯 3 设 (a 8 为 居中 的 在 界 坟 闻 , %EW' ?ia,Pp) 
tp ， 岂 和 丰 在- -个 与 3 儿科 处 畦 租 等 曲 元 数 ， 们 所 必 站 
使 *€E Lee)， 而 习 存 在 - 与 无 闫 的 销 数 品 ， 和 使 

max luc zy) SCH, y. {i1) 


证 明 首先 证 xE QML[a,87), 证 明 01) 式 成 立 ， 由 积分 
中 值 定理 ,在 在 某 个 9E [as.,8]， 使 


路 ， ,一 上 ur) ng&z 一 (5 一 6) lw(o)?. 
对 任意 的 zxE [a,2] 有 
ue) eo) +t Cas, 
当 p 夺 i， 昌林 51der 沾 等 式 


WT P27 (uo) PT+ [fa | 


. <2z ] 人 人 二 地 一 ?1 人 jl | ) 


当 p 二 1， 以 上 不 等 式 也 成 立 ， 即 有 
Cz) le 


S207 Bel, + Da) ells, o }. 


一 站 


lA 


令 0=(max{ 2 » 2? (2 一 @)7 1 }) 


就 有 外 Er. 
庙 z 的 任意 性 得 (1) 臣 . 对 于 任意 的 + 后卫 下)， 取 人 3 
CO™([9.8]), 使 当 k 一 oe 时 
lu — wl, s—0. 
让 ( 1 ) 式 


六 发 wz ) we) (sO — ¥rlh, p> YL 


两 此 4 在 区 则 1a ,581 上 一 致 收 敏 ， 它 的 极限 函数 是 连续 
的 ， 与 zx 几乎 处 处 相等 ， 号 注 正 (1) 式 .证 完 . 
我 们 知道 ， 在 CCLa,51) 中 如 引进 范 数 


[el 一 max tecz) 人， 


则 它 是 一 个 Banach 空 间 ， 因 此 ， 由 例 3， 入 同 息 子 1x 一 g 蚌 
一 个 从 琴 玉 Ce) 到 CCLa,5l) 的 连续 算 子 ， 它 称 为 峰 入 算 
子 ， 我 们 将 以 上 能 和 人 关系 记 作 
Wa,o—0([a,5]), 
它 不 仅 表 示 集 合 开 ?C6,5) 包 含 于 集合 CC[a,81) 之 中 (UL 
平 处 处 相等 的 函数 看 作 是 同一 个 )， 和 而 卫 还 表示 人 恒 同 算 子 了 是 
连续 的 。 
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按 柑 入 算 于 的 定 半 ， 以 下 的 构 入 关系 是 明 最 的 ; 
Wm WW™ a), p29, 
Wh 
枉 各 ， 下 桓 的 于 入 定理 反 肌 了 Co56o3en 宇 间 的 深刻 性质， 
定 弄 2 可 此 39 是 Lipschitzs 壕 统 的 出 出 ， 驶 六 1， 则 


mR/p, WE ADL NR), 1S 


Hm, WrORLA OY), IEYoo. 
man/p, Wm OD). 
推论 如果 0 细 昨 Lipschitze 和 连续 前 大 面 ，7n 闻 上 十 1， 


则 
汝 和 < 之 让 二 2/2， 
W™ rn(R) We "(0), 1 pr 
moertnp, Wm PGE WY 0), lo, 
m+ta/p, We rn) OA). 
定理 3 在 定理 2 的 假设 未 件 下 ， 十 而 的 机 入 鲜 子 还 是 


ma/p, Wr OL 9), C9 2 | 


—mp “ 
m=np, WO LHR, lo 
mn/p, W™ (8) 0( 8). 
特别 地 ， 算 子 

是 这 续 的 蜂 屠 对， 


1.4 近 定 理 


和 11 


因为 ipschitz 和 连续 的 边界 时 有 am 维 零 测 度 ， 所 以 在 通 
常 意 必 下 ， 当 # 企 你 ” 红 另 )， 这 论 在 边界 0 如上 as 的 值 是 没有 
意 六 的 ， 然 而， 按照 究 入 定理 ， 当 mm 守 n/p，W™w' ?( 名 ) 可 以 
获 入 于 QC 名)， 这 侍 全 以 很 合理 地 和 将 gE OC) 在 边界 上 的 值 
再 和 解 当铺) 内 的 铺 数 4 在 边界 上 的 值 、 当 wR/P， 这 
界 值 欧 定 多 又 复 玉 得 多 .我 们 盐 一 个 例子 . 

例 4 设 有 正方 形 名 一 {5,0<T<1 ,0<y<1}， 
¥EC" (SB), P21,， 则 

| . ,oho, Pp 疏 二 下 了 < 人 | pu C2) 
其 中 常数 0 与 # 沉 关 . 
证 明 册 铺 3 的 证 表 
lat2,0) les olauCe, - ME, ,, cea, ty ， 
YE 0,1), 
因 疙 


| ro Per<e {hate, ts, ev ds 


< Owl, i. 
出 此 得 (2) 式 ， 证 完 . 
由 ( 2 ) 式 容易 堪 出 
wlle, », oo Oftetfs, 2 
”一 般 地 ， 哥 以 斌 随 
定理 4 如 时 观 2>1 ,8 分 是 mn 阶 光 滑 的 易 耐 , wE€ 0°( 吉 )， 
则 当 吏 p< 于 时 


fl, , EM ex 太刀 || 吉 |， rr 1 tip 
个 一 JD 


. (37. 
当 m%p 二 8 时 
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ado, rs ce- (C4) 

因 师 ， 旭 轨 # 世 证 ?BD)， 山 于 CC) 站 于? 了} 中 

再 帘 ,本 以 取 4 和 让 喧 OTCH) ,使 当 # 一 + co 时 
局 一 如 中。 1 0. 

由 不 等 式 (3) ,C4)}，{ge 在 L9(98) 中 收银 ， 记 极限 为 1596. 
EE {ue} 的 取 话 无 区 ， 

定 愉 昌 下 6 称 为 区 数 # 站 88 上 的 迹 ， 了 :UH lyn 
称 汶 迹 算 子 

EE Wm ?2 ， 用 {Ws} 王 0~( 和 BH) 道江 zs, 在 不 等 起 
(C3), 4) 中 取 棣 限 ， 如 以 看 员 它 们 对 于 # 电 是 成 并 的 ， 轩 此 有 

定理 5 机 永世 L109 让 wm 阶 泡 消 的 昌 列 , 则 当 mwf 之 
计算 村 


pW OL ON), Lg, 
A— mp 


是 连续 的 ， 当 mp 二 n， 迹 算 地 
DH) LA(0B), Igo, 
十 连续 的 . 
通 谨 称 空间 仿 ” 叶 加 ) 息 入 于 了 工 ?008)， 记 作 
Wm ?LOR). 
蕊 不 促 吉 示 厂 ?中 网 史 烤 的 迹 局 于 5 C0 如)， 而 且 表 示 
迹 茎 于 是 连续 的 . 
特别 中 他， 我 们 有 
Hi(R}= L008). 
对 于 这 个 项 入 关系 ， 区 坏 还 可 以 更 一 航 一 些 ， 只 要 0 已 是 
1ipschiiz 连 综 芍 渡 下 小 了 
广 定 只 ， 如 坎 u Hi) 朵 2 5 一 U， 还 可 以 证 明 友 
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来 也 对 ， 蝇 如 厅 w EBICD), 提 w| 0 二 90， 测 #E) 如 )， 
这 样 ， 空 辣 囊 二 如 ) 己 经 有 了 ~ 个 非常 清楚 的 刻 划 . 


32 这 分 . 极 值 与 LagTrange 攻 荆 


以 下 的 一 些 概 念 量 十 旦 的 徽 分 与 援 得 等 概念 在 Banach 
空间 中 的 挫 广 ， 

设 六 ,了 为 Banach 容 间 ， 玉 :于 一 了 四 定义 于 于 的 一 开 
党 上 的 岁 射 ， 它 -上 股 是 非 线 性 的 ， 设 zE 二 是 定 光 感 罕 一 
网 可 以 引进 在 + 点 的 微 商 的 概念， 

定义 1 如 时 在 在 线性 算 子 4: 环 一 工 . 司 对 任意 的 >0， 
存在 9>>0， 使 当 iial< 4 时 

F(z) — FT) AoEie,, 
则 称 下 在 2 点 有 上 Frechet 微 商 4 记 作 4= (2) F'(%)2 
称 为 Fréchet 祯 分 ， 它 也 称 为 在 # 点 的 一 阶 挛 分 . 

下 面 舶 公式 对 于 计算 Préchet 微 分 各 证 信 是 很 37 便 的 . 
引进 一 个 参数 LE 理 ， 暂 时 固定 zE 下 则 F(z 十 iz) 是 一 个 从 
下 到 了 的 映射 . 由 微分 运算 的 链 式 法 则 本 以 导出 公式 ， 

SR(stiz) =F' (Ce)z. (5) 


设 下 是 活 函 ， 因 :天 一 是 ， 如 果 玉 在 2 点 取 到 它 的 局 部 极 倡 
{ 械 小 或 极 大 )， 而 县 在 * 点 可 微 ， 则 六 (z 十 £4) 作 汶 1 的 两 数 在 . 
tf 二 0 取 到 局 祁 极 信 ， 由 (45) 式 得 

F'(a)s—= 0 YZ 视 ， (C6) 

目 PPAR) 一 0， 使 (5) 式 成 立 的 点 称 为 驻 点 ， 因 此 ， 只 要 下 本 
散 . 级 展 点 必 为 性 点 ， 反 过 米 齐 不 一 定 成 立 ， 

股 产 下 全 了 了 汗 一 个 将 总 上 映射 到 了 上 的 有 界线 性 算 子 , 即 值 
域 为 了 称 设 yoE， 令 


1# 


及 一 4 所 下) 一 多 5 
当 二 0， 由 了 的 连 线性 ， 人 5 是 芋 的 周子 空间 , 记 作 访 ,， 对 
于 任意 的 #6。E 了 ,我们 本 以 到 一 个 元 素 XYo€ 全 ， 使 (7 0) 二 
#0， 则 
总 一 了 ,十 总 ，. 
设 严 : 互 一 居 是 一 个 可 铀 的 了 映射， 限制 在 总 上 上 上， 天 记 和 作 站， 如 
时 不 在 % E 总 点 取 到 它 的 柑 恒 ， 则 对 十 任意 的 大 问 o 与 E 天 ， 
I 二 iz 世 A，FPCY 二 22) 作 为 1 的 阔 数 在 1== 0 琅 到 局 部 航 值 . 
因此 有 
F(xwys—=— 0, YE ,. (C7) 
将 五 'x) 和 看 作 是 定义 在 Sn 上 的 泛 务 ， 可 以 记 作 Fstx)， 轴 此 
只 要 户 在 TY€ 访 外 取 到 它 的 极 值 ， 共 有 Fs (7) 一 0. 
类 似 于 古典 的 ELagrange 乘 了 的 慨 写 ， 可 以 引进 Lag: 
Tamge 证 天 
LT A= FT) TT) yo), 
其 中 入 ;了 一 中 是 人 好 一 有 办 线性 泛 通 。 我 们 有 以 下 的 等 价 性 定 
得: 
定理 6 设 关 有 有 办 的 HHrechet 微 商 ， 则 zE 妨 并且 
玉 sz) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 和 EY 了 '， 和 使 
Lr,A)=—= 0, (8) 
其 中 了 ' 是 了 的 对 尾 空 何 . 
证 明 ” 先 证 朋 充 分 性 ， 出 定 尽 
LITA A)F rst A IA ry ), 
路 ze. 丰 和 了 
国 此 录音 (8) 式 成立 ,出 站 了 移 任 次 性 得 六 2 一 了 基 了 总 各 
BE Fz)= 0 .此 A 人 xz=0 好 FPF.(F)~=0. 
表 证 明 必 占 性 ， 如 果 XzE8, For)=0. 侍 肥 站 EY， 
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由 于 了 的 信 域 为 了 YY， 必 存在 2E ,使 f(z) 一 yg. 令 

A(g)= —B'(T)z, 
则 4 基 单 值 的 ， 因 为 只 要 z EE。， 就 有 FY} z= 0 内 此 以 
上 已 泽 定 义 了 一 个 线性 泛 甬 4.， 由’ 的 有 上 界 性 


BD Fa)z=int [FC (Ew )| 
< 0 inf 1 ez 十 如 赴 ， 


根据 开 贾 射 定 再、 记 诱导 的 上 映射 产 : 环 /人 ,一 有 有 界 的 道 


算 子 .因此 
inf hs+wl<o yh, 


邵 有 (Aty)y OPy i 
国 此 2% 是 一 个 有 界线 性 演 医 ， 和 根据 4 的 和 宦 只 立 即 得 出 
下 TREE 一， YY 人 2 EF 


这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 证 完 
例 5 Pw) 一半 | wraz 一 | fudz， 其 中 f€ :0,1)， 


对 于 泛 陨 了 :CCE0,1]) 一 了 ， 求 极 小 植 点 ， 这 时 
Flutioy= | wdztt| wwdrt+ S| war 


—| fudr—t | .yeas， 
且 此 


% 


FC) Ft 二 29) =| apdz 一 | fur, 
在 极 小 值 点 ?VE CCLD.1])，-- 茶 变 分 等 于 全 ， 凤 
| 
| (au—f)vdr—0, YECCD,I]). 
人 


由 于 CCE0,11) 在 00, 1 中 称 罕 ， 上 式 当 EZL:(0,1) 时 电 
上 成立 ， 轩 此 4 二 J， 所以， 内 让 EOCU0,17)， 以 上 极 组 由 题 
就 没有 解 . 但 是 如 果 考 虑 注 耳 了 : 工 *《0,1) 一 于 ， 这 个 雇 薄 问 
题 就 有 唯一 解 . 


例 6 F(w=i| (war 一 | faar， 


其 中 了 三 E 工 20 1) 设 下 的 定 六 域 为 如 :01 并且 邯 一 个 约束 
ait) 一 1、 这 时 

SiuEeEHito,); el)— 11, 

So = ye #1}= 0 }., 
可 以 求 得 


F(a)o=| wv’dz—| fvds. 
设 了 限制 在 3 上 在 8E SS 点 取得 极 小 人 ， 就 有 
| vas— | fvar= o， ES,. 
站 让 
也 可 以 引进 Lagrangs 莱 子 4E 有 县 .定义 泛 消 
ou Dd (7 az 一 | fuart rs)— 1), 
诛 问 题 等 价 于 ， 求 aE 如 :Di)，AE 焉 ， 话 
17 


{an dr—| foart hv)= 0 ， yuCH'ro,1y, 


wl) 1. 
8 3 边 值 问题 的 区 解 


3.1 Dirichlet 问 题 


我 们 以 下 oiSsson 万 程 的 卫 irichlet 阿 题 沪 例 ， 
(Au ED, 


/ (9) 
\u=y, rEAN, 
其 中 A= 卫 也， 设 它 的 解 wE0*(5)， 任 取 一 个 


1=1 


v€E ODN), 它 称 为 试探 函数 ,将 9 与 方程 相 羔 ,然后 在 区 域 介 
上 积分 得 

-| vAudz=| uur, 
利用 台 reen 公式 和 ?2 的 边 什 得 


"= ON dv 
.三 这 dr=| fodr. 


以 《...》 表 示 空 六 RB) 中 的 内 积 ， 令 


lz,9)=| vo 0g, 
ni Or d+, 


则 可 以 写成 
og, = (Cf,P). {10) 
(10) 式 不 仅 对 所 有 的 EC3CB) 成 立 , 旺 对 所 有 党 EE 
和 和) 也 成 立 ” 这 是 因为 我 们 可 以 超人 v 小 二 C7(Q), 个 它 按 
注 数 | 上 收 侣 和 二 5. 三 使 员 0) 式 成 立 , 日 Schwarz 不 等 式 得 
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全 工 上 下 


<(| = ( 2 ] az] 


~ (|, 5 (Le , ) A ) 2? 


lulhide mui {Ko0), 
也 由 积 的 连 这 性 
(Cf ,Pie) i.f .9) (大 一 oo) 
四 此 可 以 在 (102? 式 中 到 级 限 . 
有 其 10) 式 可 以 计 抽 攻 种 的 定义 ， 
定 久 8 如 果 2E 瑟 民品) jp 一 ?9， 并 日 油嘴 
du,0)=(f,v), vuEHIQY. (C11) 
册 称 2 为 品 题 (9) 的 一 个 强 艇 . 
为 慷 忆 上 定 必 有 意 症 ,我们 到 求 了 EL OQ}, 并 日 至 少 存 
在 一 个 疝 数 wo 本 1 玫 语 全 vo leo 二 95. 因 填 , 条 位 EH1I(' 
与 # |v 二 9 等 价 二 8 一 Wi 万 尽 1 )， 了 人 限于 第 巾 ， 我 们 不 对 这 
样 的 丁 煌 9 作 进 一 步 刻 划 . 
基于 散 解 与 十 航 解 的 美 系 ， 我 们 有 有 衣 下 定 埋 ， 
定理 了 设 站 EL5) ,980DB) 由 果 zE 忆 所 局 ?是 问 
题 [9) 的 古典 解 ， 则 它 下 弱 解 ， 反 之 ， 加 果 % 是 问题 (8) 的 
加 和 解 ， 并 有 晶 #E C2(8B)， 则 它 刁 典 角 
证 明 定 翰 的 前 而 - 兴起 曲 显 交 ， 天 在 设 g 基 问题 (9} 的 
弱 解 ， 并 及 aeEC2SG) 在 和 让 式 中 培 ?&EOF7CB),， 利用 
recn 公 :记得 
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{Cautf)var= 0 ， 


国 此 作为 广 习 陋 娄 
名 Au+f=0. 
低 呈 As 与 了 痢 苦 连续 国 煞 ， 因 此 安倍 外 外相 等， 邯 2 为 方程 
的 吉明 解 ” 由 迹 的 定义 不 难看 刘 g 在 8 上 等 于 g， 证 袍 
下 面 我 们 给 坦 (11) 的 一 个 等 价 定义 ， 作 空间 吾 '(D) 上 
的 一 次 沦 部 
TV) = a0,9)—(f,.0). 


下 一 险 变 分 的 定义 容易 看 出 
Tv au, vt)—(f,v). 


S={EHI(D): vio—#}, 
它 碘 是 &o 十 县 放 避 )、 于 是 问题 (1 ) 束 是 ， 求 EB8. 使 


J (ut=0, YoOEHICD). (C12) 
即 宇 为 驻 点 ”我 们 还 可 以 证 明 它 古 和 最 小 全 点 ， 
定理 8 问题 避 2 等 价 于 ， 有 求 E 总 ， 使 
J(u)=min tv). (C13) 


证 明 我 们 已 经 在 § 2 中 证 明了 3} 式 蕴 含 (12) 式 ， 扫 
此 只 要 证 明 们 2) 式 缠 含 (3) 式 就 静 了 ， 如 果 #% 是 问题 (i12) 的 
铎 ， 对 任意 的 ESS， 利用 eal,.》 的 对 称 性 得 
di 


一 se) 一 (全 一 于 ta 区 坏人) 
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a 0) (fu Ff 一 
已 和 vi， H(i 
TO TO A (0} 


即 & 为 (13) 的 解 ， 让 完 ， 

推论 《最 小 势能 原理 ) 。 设 IECC(9),， gE0198)， 如 
基站 E 如 天 吕 ]) 是 问题 全 ?的 二 由 和 解 . 则 它 是 问题 (6137 的 和解; 
上 友之， 加 末 # 是 问题 (3; 的 解 ， 并 [zw EO?(2), 间 它 是 问题 
《9 的 下 更 解 . 

站 时 将 边 办 条件 “ 齐 次 化 ”十 方 重 欧 ， 取 aa 五 末 喇 放 
使 olss = 二 9， 引 进 新 的 末 知 刘 & 二 一 gp， 如同 题 C11) 等 价 
于 ， 求 # E 二 记号 ), 俩 

au 一 【2 一 Sn 十)， youEHii(n). 
方程 的 右 端 二 空 辣 吾 如) 工 的 有 界 钱 性 汉 珊 , 记 作 F(tP). 
为 了 六 人 蛋 起 苑 ,我 们 将 林 娠 竹 仍 记 作 辣 , 邯 有 有: 求 冯 E 五 斤 仙 )， 
性 
a v=), vtEHI(D). (14) 
与 之 相应 翅 有 
Ta v0) — FV). 


等 价 的 问题 尽 ， 求 EE 如 1(3)， 使 
fa 一 Imin J(lo). 《151 
中 rr (a 
浊 题 0110 一 C57 部 电导 和 柠 洒 汪 他 并! 运 . 
大 了 证 明 问 题 414) 的 钥 鬼 径 在 嘎 性， 我 们 证 区 由 下 克 
打 梨 定理， 
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定理 9 (Lax_Milgram) 设 了 是 一 个 Hilbeart 者 
间 ,s(e 2) 是 上 的 有 异 双 线性 泛 函 ， F (Vv) 是 F 上 的 有 界线 性 
过 画 .、 如果 存在 常数 w>> 0 ， 使 


atu. wallyll:, Yuer, (16) 
由 在 在 唯 -… 的 xsEF， 满 足 方 程 
. Fv) =F(o), Yuet¥, 
并 旦 
ull lel, 


其 中 | 硬是 泛 应 下 汐 范 数 . 
证 明 以 (，,. )r 表 示 空 间 F 上 的 内 积 ， 由 Riesz 表示 
定理 ， 存 在 wwEV， 对 所 有 的 v EF， 
FID)= (tw, vp, 
并 且 ||oe,| 一 | 可 |， 因 此 我 们 只 短 要 讨论 方程 
a(u ,p= {ww, vb)y, YeEeEF 
令 D=44" EV ;存在 wETV ,使 s(x,2) 二 (ww? ,0)p,Y 2EV}, 
她 是非 空 的 ， 因 为 0ED， 这 时 可 以 取 # 二 0 ， 同 时 ,由 ww* 
唯一 确定 ， 因 为 如 果 对 某 个 z" E D， 有 tt1 与 #4 尔 个 元 素 与 它 
对 应 ， 则 有 
GU ,0)— 0, yeer. 
到 ?二 #1 一 4 得 
all — ul a 一 ws ,全 CO— ds 一 0 ， 
四 此 2 一 &s， 根据 (ae,p)r 和 af(z,2) 的 双 线 性 性 质 ， 我 们 得 
到 一 个 定义 域 为 D 的 线性 算 于 5， 使 Sw* 一 wn， 又 因为 
ollSu lat Sy ,Su ) (ur, Su" yy 
< le :Se |, 


2 


所 以 [Su le. 

为 证 明 术 年 型 ， 只 要 让 朋 六 中 全 空间 下 ， 首 先 ， 疾 是 下 的 
一 个 闭 线 人 性 了 空间 ， 耻 为 杂 到 1 一 下 是 -个 上 Cauchy 序 
蜀 ， 司 总 的 连续 必 ，《 全 2 入 也 是 一 个 人 aucehy 序 列 ， 从 币 有 
概 了 有限. 访 1 让 与 {总 #8 的 氢 限 分 天 沪 绊 与 HW， 取 概 限 得 

qtu piu.o)y, YEV, 
Ba*€ED. 

其 次 ,DD 二 1， 设 一 法， 出 存在 惠 夫 元素 uo EV ， 全 yw。 与 
中 二 的 函 娄 六 4 对 于 这 个 给 起 的 wo，9(xwo,81 是 
六 上 的 一 个 有 并 钱 性 证 陋 ， 上 由 下 iesz 下 示 定 更， 存 症 所 
F、 售 

在 (En 2 一 (人 21， YE ， 
成 而 ED,， 而 及 v5 一 oo， 但 是 | 山 

oliwoll: Saluo, Wo) = (ut, us)y— 0 
笠 &o 一 0。 这 研一 个 予 盾 ， 证 完 : 

条 忻 ( 人 6) 第 称 为 诈 制 条 件 ， 对 于 问题 4), 为 了 利用 
工 axX-Mjilgrazmma 定 呢 证 听 解 的 在 在 啡 一 注 ， 还 需 验 还 众人 性 
C16)， 症 定理 中 的 其 它 答 件 是 明显 成 并 的 . 

为 此 ， 我 们 还 知 坚 让 二 一 个 不等式 ， 它 称 为 Poincaré- 
briedrichs 不 等 式 . 

定理 10 存 往 只 依 玫 寺 区 战 呈 的 常数 C， 使 

人 (17) 

证 明 未 壬 一役 福 ， 我 们 总 可 以 认为 蝇 上 所 有 的 点 x 者 
满 星 0 <zrcse， 特 呐 可 以 平移 党 标 系 来 拟 动 这 - 点。 首先 
假 注 名 EGC)， 这 二 
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用 有 ceh 罗 ar2 不 等 取得 


2 | 
| Hr) rs 
u 


是 = ， 
-| (| by 和 1 A 
个 0 1 


<| :| (二 URL ,4)) 1 
= (Ce) ) it， 
二 JI 
因此 


+ 后 + mm a 2 
I I < so 
ry — a 砷 


凶 夺 0=4/vy 2 .对 于 一 其 的 w&€ 如 扩 R)， 可 以 科 用 0309) 
宇 囊 (名 ) 内 的 稠密 性 ， 攻 极限 其 得 ， 还 完 . 
推论 。” 吝 在 只 依赖 于 区 域 吕 的 常数 4a>0 ， 合 
walluili, YuenHitD).. (18) 
出 《18) 式 和 Lax-Milgram 定 理 ， 问 题 G14) 的 解 赴 全 
在 附 一 的 . 


3.2 Neumann 问 题 


我 们 考 虚 91isson 方 程 的 Neumann 辐 题 


-AY TE 
1 du (19} 
ap 一， Cod, 


此 中 ?表示 外 法 向 ， 设 问题 98) 的 能 w€07(BB)， 伍 下 一 个 
2 和 


证 党 男 数 wEG CO 5 ， 类 似 于 人 10) 式 可 以 导出 
aCu0)=| fgz 十 | gves, (20) 


六 目 (20) 让 对 唐 有 有 的 2€ 五 10) 也 成 立 ， 设 关 ED (2)， 
gLIIDR)， 淮 伺 于 定义 8， 可 以 给 出 给 解 的 定义 . 
定 闷 9 TT 记 如 虽 )， 并 有 旦 


ae) 一 | fodz+| gvds, YovERH'(Q) (21) 
w 癌 | 


中 和 和 为 问题 《9 的 一 个 能 般 . 

六 于 训 人 拥 与 吾 卜 伍 的 关系 ， 我 们 有 加 如 1 虹 ， 

定理 11 没 fE 人 CE),，9€E0C(0R) 回身 WEO {DD) 是 
国 题 05 特征 直角 ， 册 它 旦 弱 解 ， 太 之 ， 如 条 站 省 问题 119 1) 
上 且 矣 角 ， 并 月 xEC25)， 刚 它 旺 击 理解 . 

证 明 伐 科 县 第 要 让 明定 建 的 后 而 一 汶 , 证 是 问题 (19) 
的 强 解 ， 并 有 旦 gECAB)， 在 (2) 式 中 取 2EC3(B8Y， 利 用 


(CirecE 人 公式 得 


| CAs+ fvdr— 心 ， 


因 开 # 夺 方程 的 古 虹 铬 ， 开 上 起 2E es 呈 7， 将 Green 公式 用 
于 21) 式 ， 并 且 利 用 4 满足 方程 得 


再 利用 2 的 任意 全 侯 得 x 满足 边界 条 件 ， 证 完 . 
轩 虽 归 关 四 ， 丰 是 和 9 的 区 角 不 一 定 存在 -因为 可 以 
芷 (3 下 中 必 2 1 ， 得 


是 


[fart | 95s= 0 . (22) 


(22) 式 是 解 存 在 的 必要 条 件 ， 此 外 ， 如 采 4 是 弱 解 ， 则 对 
于 任意 常数 0C， 窒 易 验 证 & 十 了 出 是 弱 解 ， 于 是 ， 如 果 境 和 解 存 
在 ， 赔 不 唯一 -. 
为 保证 唑 一 性 ， 今 
v={u€ H: (08); | war = 0 


并 提要 求 EF ， 这 样 就 将 仔 意 常 数 确 定 下 水 了 . 现在 ， 设 
了 ，Yy 广 足 条 件 (22) ,我 们 给 当 (19) 的 弱 解 的 一 个 新 的 提 法 . 
定 这 10 如果 xEFV， 计生 


et,o) 一 | fvdr+| ypas， YEF, C23) 


则 称 2 为 问题 (19) 的 一 个 弱 解 ， 

需要 说 明 的 大， 方程 (21) 与 (23) 是 等 价 的 ， 因为 如 时 
(23) 成 立 ， 任 取 bEE(B), 则 总 可 以 作 分 解 2 二 »。 十 0 ,其 中 
0 是 一 个 弟 数 ，v。EV， 册 条件 (22), (21) 也 是 成 立 的 。 注 意 
到 这 一 点 ， 只 要 ECC)，g E0098),4 是 定义 10 意 义 下 的 
缮 和 解 ，# EQ CGB)}， 则 由 定理 11，g 是 问题 (19) 的 吉 典 和解. 

可 以 用 Lax-Milgram 定 理 证 明 击 定义 10 确 定 的 级 解 
的 存在 唯一 性 ， 我 们 将 在 第 五 章 给 出 证 明 . 


3.3 几 点 附注 


附注 1 变 分 问题 (14) 与 变 分 问题 (23) 的 一 个 区 别 荐 ， 
对 于 (4)， 边 上 卉 条 什 体 现在 空 闻 二 如 六 和 负 ) 中 ,对 于 (23)， 
边界 条 件 自 然 典 包含 在 个 3) 不 内 而 个 作对 下 作 限 制 ， 我 们 称 
前 者 为 强制 边界 条 件 ， 称 后 者 为 自然 边界 条 件 . 
+ 避 


附注 2 对 于 约 解 ， 如 果 方 程 的 系数 ， 右 问 项 .边界 条 
件 ， 区 有 其 区 域 的 边 鼻 的 正则 性 商 一 些 ， 解 的 止 则 性 也 会 兰 一 
些 例如 阅 题 49)， 当 f= 0 ,任意 的 噶 人 艇 部 是 解析 晴 
对 式 站 二 0 ， 了 如) m2)，d 旭 中 ww 阶 光 证 
的 碳 面 ， 则 任意 的 罚 角 #E 如 "( 久 )， 倍 及 

ual Cf lms, (24) 
其 中 和 常 娄 忆 与 1 无关， 

” 附注 3 如果 3 旬 不 光 消 ， 但 是 满 号 Lipsehitz 条 件 ， 
及 如是 凸 的 .对 问题 419), 当 六 一 0 ,feEL?(9), 风 EN 9), 
而 且 不 等 式 (24) 成 立 (m=2). 

附注 4 ”对 于 现 为 一 般 前 方 得 与 边界 条 性， 不 难 给 出 弱 
人 解 的 定 人 六 ， 便 如 问题 


0 Ou 4 < Ou 
1 fry. £ED 
| 
\u= 0 不 ED 
具 要 令 
alu ,90) 
_ < du ov 
{5 ae) dT} OF 
- 总 味 ,i 
TD be) etryar zz， 


弱 解 的 提 法 是 ， 求 # 七 吾 1( 昌 )， 仆 
gt, 0) = ,0), YuetH, 2). 
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习 
1. 证 品 =1T .0712 一 LInInr， 其 中 mr 一 (Cr 十 
ye) 人 uvEcCtDY., 
2 斯 昌 二 人 E 瑟 于 呈 ) EEC) 证明 9 全 在 民品 )， 
3 如 巢 区 域 号 的 边界 9 号 是 分 片 光 渭 的 ， 证 匠人 reen 


EF 


< 
oj) dr, | 


其 中 H(i==1 ,7 

4. 设 区 域 号 的 边界 是 芬 片 光 滑 的 ,光滑 临 而 冲 将 品 分 制 
为 了 于 区 域 生 ,与 号 ，. 隔 数 2& 在 区 域 号 :与 口上 分 贿 属 于 吾 I 总 
忌 于 1)， 证明 4 EH') 的 充分 必要 条 件 是 4 在 六 的 两 
侧 的 迹 相 辣 . 


5. 对 于 边 人 第 河 烛 
[~—Au=f, TE ND, 
(a thug EE I, 


如 果 f 了 ELICQ), 9E L090),6EC(00), 并 Hb26> 0. 
给 出 缠 解 的 定义 ， 并 在 一 维 情 形 用 Lax-Milgram 尝 弄 证 
明 弱 解 的 存在 唯一 性 . 
6. 对 于 边 值 问题 
一 和 十 玉生 ?下 一 于 [全 )》， Ela.B), 
uutb)= 0, 
其 中 gECtL9.0]), jeED*(a.6), g(r)20. 


以 


tal 计 明 有 了 唯一 及 解 wE Hi(a 的 ): 
Cb) 证 则 x 万 于?(o ,5)， 
{e) 如 时 ffECLa,8])， 证 明 x EO*(ta,81). 
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第 二 章 “” 李 圆 型 边 值 问题 的 有 限 元 方法 (一 ) 
和 1 TanepKad 方 法 与 Ritz 方 潜 


1.1 Dirichlet 问 题 ， 齐 次 边界 条 件 
我 们 计 论 平 而 区域 号 上 的 边 值 问题 
(A (TED, 
人 并 一 癌 ， 下 
取 守 居于 2)， 今 


du dv du ov 
从 ， 才 让 一 - 一 一 一 -- -| 
轴 | Ey Tay dy ey 


闻 问 题 的 驻 解 提 法 为 ， 求 4€ 再 沪 旬 }， 合 
a v=.v0), yuEHiDY. (C1) 
或 瞪 令 ， 
To 一 二 ea, 一 (f 5)， 


求 &E 五 起 避 )， 便 


中 3 一 min J(o). (2) 


现在 我 们 给 一 个 有 限 维 子 空间 六 : 叶 吾 1 (8) ,并 征 提 一 个 
与 原 问题 近似 的 问题 ， 求 &: EF;， 使 
dla t= ff,v), ¥ oe. {3) 
4 际 为 近似 解 ， 这 个 方法 称 为 ParepKHH 方法 ， 也 可 以 换 
一 个 提 法 ， 求 WWE。， 个 
J {= mn 【下 (4 
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这 个 方法 称 为 Ritz 方 法 .出 第 一 章 的 定理 8 容易 看 出 《 3) 
与 1141 大 等 价 的 用 Lax-Milgram 定 理 与 Poincaré- 
Friegrichs 不 等 式 ， 它 们 的 解 基 存 在 唯一 的 . 

ancpguf 胃 法 与 Ritz 方 法 都 称 为 变 分 六 法， 经典 
的 变 分 方法 取 光 消 关 数 构 克 的 有 限 维 空间 上 ,在 实用 土 受 很 
大 卫 币 ， 所 沿 有 限 元 方法 ， 就 是 在 变 分 方法 中 用 说 分 打 盾 给 
由 了 空间 Fa， 所 得 刘 的 曙 数 是 分 片 范 滑 的 . 它 非 币 全 二 谋 
用 ， 现 在 让 我 们 着 这 一 点 起 起 样 实现 的 . 

为 了 使 于 讨论 ， 企 谋 区 城 号 评 8 ,8 平面 上 的 密 边 形 ， 并 
再 户 钱 和 性 三 角形 单元 为 例 ， 将 只 分 制 为 -- 系 列 三 前 形 ( 图 ?)， 
它们 称 汐 第 元 ， 三 角形 的 奈 点 称 为 节点 ， 吾 求 入 个 章 元 的 横 
点 上 只 能 十 机 误 单元 的 顶点 ,不 能 是 相 邻 单元 边 办 于 的 兵 它 点 . 
所 在 单元 的 服 大 边 长 记 为 驴 将 位 个 单元 者 编 上 号 ，21， 
只， 站 点 也 顷 蕊 号: 4 人， 
4x 章 雹 的 几 寻 次 序 完 全 脐 以 任意 ， 攻 氮 的 线 兄 次序 对 求 
解 步 又 各 结果 锌 有 影响 ， 伺 是 对 求解 代 刍 方程 型 的 工作 量 奸 
有 下 人 凡 啊 鸭 . 


时 
我 们 乌 忆 Pw! 吕 o) 表 未 定义 于 号 。 上 的 所 有 不 高 于 条 阶 的 


一 +1 


多 项 式 的 集合 ， 令 
FE CN), uo EPI(Q)(e=1,.., NM), 
并 且 当 A,EOR, utAi)}= 0}, 

由 第 一 音 81 例 1 可 以 看 出 FCH MSG)， 当 WEFP,， 它 
在 边界 闻 态 二 等 于 零 ， 及 是 分 段 线 性 函数 ， 所 记 吕 sn 二 ， 
上 时 有 #E 下 六 号 )， 因 路 下 是 五 中 呈 的 子 空间 . 

每 一 个 ET xs 者 可 以 用 掺 人 情 得 到 ， 只 村 给 定 z 在 节 点 上 
的 年 ， 在 每 个 单元 上 可 以 谁 一 地 确定 一 个 线性 柚 数 . 并 旧 
分 片 插值 得 到 的 函数 下 两 个 单元 的 相 邻 边 上 也 是 连续 的 ， 因 
上 几 它 着 :整个 区域 上 连续 ， 从 而 属于 下 

设 妃 的 内 部 节点 共有 总 ;个 ， 访 | 之 访 ， 网 是 一 个 漠 ， 
维 线性 空间 ， 设 ,EF 了 ;具有 如 下 和 性质， 

PA) = et 
0 ， 了 所 人， 
则 【站 是 下 的 一 组 基 ， 为 了 秀 法 方便 起 丰 ， 我 们 约定 关内 
部 节点 都 排 在 前 而 〔 在 实际 计算 中 这 一 点 并 不 必要 )] ,那么 任 
一 个 3 有 下 都 本 以 瞪 一 地 雪 孙 汶 


2 一 > vs, 
i-1 


托 中 如 束 人 人 的 信和 痊 个 打 丙 数 甸 ; 仅 丰 4; 点 的 和 邻 
近 昔 无 上 不 等 于 人 至 ”多 如 疾 3， 多 , 仅 在 阴影 部 分 不 等 于 堆 ， 
它 的 三 绯 图 象 很 过， 个 会 字 后 . 


上 1 
人 心 VU 二 
= 二 


和 
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a 习 wp， Bue) (ft Tew) 
下 1 站 | 

即 SY ualP P= SY vf DP ), 
上 := ve 1 


出 2; 的 任意 性 


yalp. Pu= tf DP.}. 1 一 1 NN. 
一 (51 


这 就 是 &; 满 正 的 方 竹 组， 令 丰 7 一 引见 的 1 二 bY 多, 
引进 叶 注 与 各 请 的 记 竺 ， 令 EE=tE a 二 4 了 一 人 站 则 
(5) 可 以 过 为 
按照 力 尝 上 的 背 姑 ”天生 为 总 风度 矩阵 .， 2 称 为 位 移 亲 划 上 
称 为 载 检 癌 量 . 

我 们 世 囊 以 用 民 itz 方 法 形成 代数 疗程 级 .这 时 


iv)= 了 a (5 a = vp)—( 1 ~ v.91) 


i = = 1 ,wl 


尖 了 求 夭 小 值 ， 对 全 求 轴 辽河 得 


2 一 ( 的 ， ~ 上 中 十 of ™ no 及 ， ) 
| _- 1 

一 了 了 2 中 -一 ) M |. 

Ou,) _ _ 
由 (! 4) dv 由 | 下 一 = 1 NN 
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利明 a 本 村 称 竹 ， 间 梓 得 到 了 包 狐 河和 有 《3 和 这 个 结果 
是 在 我 们 意 匀 牛 的 ， 因 为 我 们 已 经 加 喜 《 *.) 与 《4) 的 等 
价 必 ， 

凶 隆 下 是 -一 个 对 称 正定 秽 ? 雷 . 它 私 对 称 注 是 8 的 对 称 必 的 
直 镑 推论 ， 它 的 下 定性 可 以 证 明 如 下 ， 任 到 非常 阮 量 中 全 


da= > UPy, Wm 0,， 


f=1 


~ 


> Riydr 人 = ,Eh)- 


由 第 -~ 章 的 (18】 戒 otwn 下 
是 正定 的 . 


1.2 Dirichjet 癌 题 ， 非 齐 次 边界 条 件 
我 们 讨论 阿 题 
[和 (rT,¥ EE, 
t= (XE On. 
第 … 音 的 提防 (14) 对 于 特 造 有 孔 元 解 是 丰产 便 的 ， 办 为 
G( 和 1 是 售 了 天 年 刚 积 分 运算 ， 用 手法 《LI) 可 以 直接 
站 移 造 有 限 元 解 ” 瞩 音 限 维 子 宝 间 站 sc 吾 玉 马 )， 这 时 记 办 
条 件 iso 一 9 一 般 不 可 能 精 碍 开水 足 ， 我 们 所 定 艾 在 69 如 二 
的 玄 数 名 作为 9 的 近似 ， 使 答 合 4&3 六 3; also 一 ?+ 非 空 ， 
个 后 考虑 近似 问题 : 求 zaEF，xzuaop 一 9 而 肯 镁 中 
atua, v=(f.:), dEV /HI DY 
寻 此 这 腾 上 一 竺 中 前 瑟 性 二 角形 单元 ， 空 也 信 ;与 
ys 门 石 六 名) 囊 是 
V .={iuEUC(N); tio, ER) (ee 一 1 
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tT 上 


天 站 如 六 向 ?一 人 在 5 SAEOR, udi)= 0}. 
与 {5 1) 式 类 似 地 可 得 
Salty Pou = .Pi), i=] ,NI (6) 


fa 


方 称 组 《6)》 中 的 swivi ,4W 可 以 从 这 界 条 件 确定 ， 例 如 


令 

Ho= (1), 1 一 十 (7) 
这 不 和 当 村 将 9 了 肥 作 9 的 线性 插值 汕 数 ， 将 (7) 式 代 入 (6) 
式 得 


玉 ] 


Sal Pu, 


fal 


一 (六 9) 一 5 A 


j= -1 
t=l, ,NN 
用 上 一 段 中 的 记号 
> 大 ;2 一 了 ,一 之 kesg( A )， 一 1 


=1l 


1.3 eumann TH 是 


我 们 讨论 问题 
14 0 人 
_ 人 3 人， 【区 下 全. 
各，: 章 的 所 法 《237 为 二 构造 有 有 有限 无 解 是 不 方便 的 ， 因 为 条 
件 
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| 一 0 
及 


是 一 全 包 合 所 三 未 敌 晤 有 的 偶 杂 方程 ， 用 提 法 {21) 可 以 直 
控 池 和 枸 造 有 限 元 解 ， 政 有 有限 维 子 空间 六 过 如 :0) ,例如 可 以 
取得 与 上 上 一段 一 尾 . 对 应 的 代数 万 和 :组 是 

DE tl, ,NY, 3) 


i=1 


其 中 
r=| Ys 
训 训 


下 面 讨论 方程 组 《8 ) 解 的 在 在 唯 一 性 .我 们 证 明 ， 齐 
次 方程 组 的 基本 解 是 #8 二 {1,…,1)”, 即 %s 呈 1 ， 事实 七 ， 如 
困 4、EF，， 使 

dB, YO0, voEV,,. 
联 ? 二 #4， 出 ats 一 0 ， 即 fo 一 0 ， 从 而 妈 在 世上 得 等 
于 着 数 ， 由 齐 次 方程 的 藻 本 能 以 及 年 阵 《的 对 称 性 ， 
方程 组 ( 8 ) 育 艇 的 充分 作 村 案件 是 


Sit+9) = 0. 


但 是 ST pul , 
四 此 方程 组 〔8 ) 有 人 解 的 充分 必 怠 条 件 是 


与 第 --- 痢 (22) 式 一 致 ， 
站 时 条 办 《9 成立 ， 我 们 可 贞 附 十 一 :个 条 件 夺 方程 组 
C3) 上 ,和 使 它 有 唯一 解 ， 生 如 我 们 可 以 令 %x= 二 6， 这样 
36 


也 将 任意 常数 确定 下 素 了 ， 这 种 做 法 相当 于 将 方 坎 织 《8) 
品系 煞 奶 降 “ 划 ”去 第 闻 行 与 第 站 列 ， 成 为 一 个 训 -1 阶 代数 
万 和 三 组 ， 


1 ky 与 fi 的 算法 
以 上 讨论 的 三 种 边 值 问 题 具 有 基本 相同 的 系数 祭 阵 ， 它 
只 与 方程 少 美 ， 因 此 ， 一 个 通则 的 计算 程序 二 先 友 理 边 办 条 
件 ， 计 算 短 隆 (2; ) .然后 根据 不 启 的 边界 条 件 对 它 进行 适 
当 旭 1， 并 且 计 算 有 问 项 ， 就 可 以 得 到 相应 的 代数 方 各 组 
1 | 0) 


a OF 
下 ， 
py > 1 1, JO=1,""" ,Ny, 
在 
《Ei ) (时 ) {11) 


苯 陪 狐 罗 ;位 灾 节 点 4; 的 分 近 上 单元 上 不 等 于 零 , 由 (10) 式 . 当 
屿 所 当 上 告 点 起 !, 蕊 ;都 是 单元 日 :的 顶点 时 ， 衣 47 才 不 等 于 零 . 
因此 和 矩阵 〔 志 人 ) 中 最 多 只 能 有 九 个 非 才 元 业 . 

为 了 诗 算 《11》 ,引进 单元 刚度 智 阵 的 概念 ， 任 取 一 个 
单元 如 。， 设 它 的 节点 为 4;, 4Aj, 4mn， 令 


Er RA Rm 
eo est Rr ef | 
下 

下 1 称 为 与 单元 如 ,对 应 的 单元 刚 席 矩阵 ， 
如 果 已 经 求 出 所有 单元 的 单元 湖 讶 答 阵 ， 则 给 降 人 17 
就 再 五 ”中 的 元 素 及 零 元 素 组 成 ， 警 其 以 后 其 可 以 得 要 隆 
《iey) .所 有 单元 的 单元 刚度 定 阵 的 计算 公式 是 组 同 的 ， 非 
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常 便于 用 计 和 村 计 算 ， 这 是 有 限 元 方法 鸭 - 一 个 极 太 的 优 感 ， 
从 计 革 (hig) 的 过 程 可 以 看 出 ， 它 下 一 个 称 划 拭 摆 . 
F 面 给 出 单元 刚度 宇 阵 的 筑 法 ， 设 4:.4 站 m 三 点 的 管 
标 分 出 办 《Ti (Ep) 【人 is 仿 
. z, y, 1 
D=| x%, yn 1 
zi Ha 1 
它 是 二 角形 入 有 4,4y4 的 有 向 面积 的 二 倍 .， 当 41, 4;,4m 的 排 
列 是 逆 时 对方 向 时 ，D>0， 反之, D0， 令 


Ei ] 
az 3) 一 万 Ts #2 1 |， 
Ta Wa 1 
zy Yi1 1 
ja(z 3) 一 万 立交 1 |， 
Ys Ws | 
|] 1 1 
h(t) Ys 1 
I 节 1 


容易 看 出 ， 在 名。 内 
4 一作，， 出 3 一 名， 下 3 = Pn. 
C10) 式 中 的 被 积 图 数 是 常数 ， 因此 


Oh ONAL 
; 97 0 DN: ON Oh 
一 2 0% 94 oO OF A 
2 0 a ge e230 
和 Oa Oy OF oy 
OF oy 
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令 


S11 2 一 人 一， 二 和 一 

下 =， di, 六 二 多 一 和 

DT, Da=tdi— ta, Wa 
册 B= 二 Ts 十 从 :， 


A 1 他 由 品 加 二 世 


.一 一 一 一 一 


pe 97 gz 92 -- i( 1 站 “ 
| aa 9 3， ‘DPD -EL 一 上 
dy 0 Oy 
Ko- BrB. (12) 


(4%1 145,%s】 兴 直观 的 几何 意义 ， 将 三 角形 单元 中 的 
一 个 内 点 4(2,9) 与 三 节点 联结 ,构成 三 个 三 角形 ， 加 就 是 
面积 的 比值 


_ 六 昌吉 ;本 机 六 _ a 

i dA : PP 
几 人 44 了 
全 A jyA 


所 以 它 妈 称 为 面积 坐标 《图 4). 
计算 六 的 方法 是 类 做 的 .全 
fre? =| f Pdrdy, 
噶 人 1 二 三 fr 图 4 人 
对 二 每 个 单元 ， 作 单 丘 截 倚 同 量 
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| ei 
fo— | f 由 ardy, 
He 出 3 


然后 按 节 点 的 篇 号 分 别 合计 到 适当 的 位 置 邵 得， 计算 9: 的 方 
法 党 全 类 似 ， 此 处 不 再 殉 述 . 


1,5 小 结 


世上 欧 煞 性 三 钊 形 单元 是 从 种 单 郊 中 最 简章 的 -- 种 ， 计 
委 贰 小 ， 也 是 糖 确 度 报 作 的 一 种 ， 以 后 我 人 还 会 遇 划 下 它 羊 
元 随 方 程 不 后 ， 单 元 和 计算 公式 也 不 同 ， 但 原理 一 样 . 


有 了 眼 元 方法 的 求解 步骤 是 : 
第 一 步 ” 配 出 有 限 元 方法 的 抽象 形式 ， 例 元 这 里 的 ( 3 ) 
或 【41) 式 . 


弟 二 步 ” 前 分 区 域 ， 选 取 播 信函 数 ， 例 如 最 这 时 的 子 空 
间 六 ;与 搬 值 辐 数 i. 

第 二 步 ” 求解， 共 中 包括 

《al 计算 单元 刚度 矩阵 ; 

ib) 计算 和 总 刚度 年 阵 和 方程 右 端 ， 

(2) 求解 代数 方程 给， 

窜 四 步 ”结果 分 析 . 

右 限 元 方法 的 优点 是 ， 网 糙 灵 活 ， 边 于 条 件 自 然 ， 程 序 
道 用 ， 国 此 ， 它 的 应 用 日 益 广 泛 ， 成 为 工程 技术 与 科学 研究 
汐 一 个 有 力 工 具 ， 


32 ”有限 元 方法 与 芍 分 方法 的 联系 


设 如 二 平 于 上 的 正方 形 区 域 ， 在 只 上 考 纪 1aplace 方 程 
入 tt 二 作 , 


二 0 


将 品 均 习 谢 分 成 边 长 为 下 的 正方 形 疼 属 ， 特 进一步 苏 成 三角 
形 单 元 轴 图 5. . 


芭 


图 5 . 
这 时 只 有 两 种 单元 如 图 6， 接 并 §1 中 的 (112) 下， 可 以 求 
出 它们 的 单元 蜀 庶 矩阵 . 


: 0 一 ] 
{a K'e!—.-. 虽 1 一 上 | 
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取 一 全 典 甬 的 内 部 节点 ， 它 的 对 应 村 尊 数 的 支 集 如 图 ? 
所 示 ， 为 简单 赵 见 ， 设 节点 颖 中 与 人 单元 编导 如 图 7， 


图 ? 
用 笑 如 的 方法 可 以 得 到 总 刚度 矩阵 的 第 -一行 如 下 ， 
| .2 多 .1 5 9 党 
1 1 
DF TE 1 
1 1 
® 2 0 2 
] 1 
号 1 人 
! _ 
(二 Ey 3 0 
l 1 
加 = 0 -一世 
1 
® 1! -3 到 
0 
这 一 - 行 对 应 的 方 很 十 


入 己 


4 下 OG (13) 
我 们 再 葵 巡 晨 分 方法 。 仿 
Ee ,0 2 一 31 十 中 3 
天 地 Hr? a: 


由 可 忆 到 出 美 分 方程 


Ue 
下 十 


一 从 十 2 和 1 一 名 了 -0 
pi . 


正直 是 逢 用 的 五 点 葡 分 格式 ， 与 方程 413) 一 致 - 如果 芍 虚 
Dirichlet 条 人 忻 
Ww| sp 一 9 ， 

出 站 这 界 节 沪 ， 而 种 广 法 都 宇 n(A 二 g( A1). 

与 差分 方法 比较 ， 有 限 元 方法 可 以 适用 于 形状 复杂 的 区 
城 ， 网 格 也 灵活 得 多 ， 此 外 ， 当 姓 理 其 它 类 型 的 廊 界 条 件 
时 ， 有 限 元 方法 也 自然 得 多 . 

很 多 差 分 格式 可 以 用 有 限 元 方法 导出 ， 雪 此 过 去 有 限 元 
方法 的 一 个 名 称 是 “基于 变 分 原理 的 差分 棉 式 - 


$3 申 构 曲 算 阵 分 析 


在 十 程 上 广泛 流行 善 有 限 元 六 法 的 男 一 种 事 述 方法 ， 这 
种 方法 不 通过 Co6oneB 空 间 中 的 变 分 问题 ”而 衣 接 利用 物 
球 需 从 导出 刚度 禾 陈 和 圾 荷 回民， 它 的 推卸 较 沿 和 疹 观 ， 涉 下 
> 专 虽 上 曹 概 念 较 尝 ， 夺 类 芝 下 不 十 分 严密 嫩 档 的 短 阵 分 析 

大限 元 六 法 中 评 二 发展 起 洋 的 -一 个 领 碟 ， 本 这 --- 节 ， 我 们 
条 时 放下 以 前 史 才 淮 方 法 ， 介 绍 颖 构 的 利 陵 和 从 析 ， 在 下 一 节 
我 们 和 将 用 和 中 的 方法 时 出 完 们 同样 的 方程 纯 . 


5. 一 个 平面 析 柄 的 例子 


闪 3 


| 


(一 mr ™ 
| 一 - 


图 8 表示 一 个 乎 而 格 架 系统 ， 在 4 一 1， 一 ，6) 处 是 
馆 接 的 ， 即 务 杆 可 以 自由 地 娆 这 些 点 转动 ， 在 47,4,4s 钼 
与 刚性 的 些 面 铵 接 ,在 有 4 ,4 ,4s 处 有 水 平 外 力 志 -点 4 (t= 
1 9) 称 为 节点 ,各 杆 件 4 4 ad,… 称 为 单元 . 
现在 要 计算 各 节 感 的 位 移 各 各 单元 的 受 力 情况 .为 此 ， 建 立 
y 举 标 系 如 图 8， 设 4 点 的 位 艳 
是 (gi,91)}， 其 中 是 党 了 方 
何 的 位 移 ，?2 是 沿 # 方 铅 的 位 
移 、， 我 们 先 分 析 一 个 典型 的 单 
元 . 设 有 一 个 长 为 1 的 村 和 件 ， 堆 
面积 为 8， 它 的 两 个 端点 是 4 
和 4y《 中 8) 在 4: 点 受到 的 力 
是 《fofrt);， 在 4 点 浑 居 的 
力 是 《fry,fs1)， 诬 杠 尾 服从 
骨 G9 ke 定律 


T= . 
其 中 go 基 应力 ， 它 表示 单 信 面 得 上 受 们 谣 轴 向 拉力 ， 当 材 件 
受 庄 时 .5 为 凡 ，e 是 应 变 ， 它 可 以 表示 为 
44 


二 


2 一 7 


苹 四 和 其 村 种 在 外 力作 用 下 的 拥 长 量 ， 当 杆 任 录 招 时 后 入 
保证 ， 才 你 为 Younig 模 一 ， 它 与 村 件 的 材料 有 六 

十 前 我 们 推导 节点 上 移 训 荷 (fessfyr), (fay) 1 征 
位 黎 【aa (ar boy) 的 关系 假定 村 的 轴线 司 ? 弛 的 必 
角 为 @， 这 时 村 全 的 名 长 是 

Al={(icos@ + — 2) tilsinoG tv clr 7?— 
加 果 变 形 是 “个 ”的 ， 换 徊 话说 , 忆 上 表达 起 中 Wi, Di,Dy 
很 小 ， 以 至 十 它们 的 三 次 项 可 以 忽略 ， 我 们 就 证 记得 到 

MAMA?COSIOTF2COSO uy — 4) isin’w 
28inm( pi — vt! 


= 1 + 地 COSOE Wi 一 此 站 十 


十 二 Sin@tti 一切 站 12 一 1 


1 e+}, 
名 人 sing 
a :一 如 ,十 人 


上 成 于 阵 形式 ， 令 四。 一 人 9 人， 


一 六 (cosa@， 全 | 站 和 ,—00850,— S91inm), 


刚 s—= BBe. 
di Hoc er 得 
ga=EB6.. 
仿 0 
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从 贸 9 可 以 看 出 

了 1 一 厅 语 7 万 7 
对 吡 fi = ESIBTBS = KR'" 8,, (14) 
出 中 Rid ESIBTB, 
它 和 你 汶 单元 刚 习 外 阵 。 容易 看 沁 站 1 是 对 称 学 正定 的 . 我 们 
将 单元 句号 ， 记 作品 ofe 一 1 :4). 

在 集 个 节点 上 ， 各 村 件 受 到 的 合力 应 该 等 于 作用 在 这 个 
车 点 上 和 的 外 力 、 佼 如 在 节点 44, 处 ， 单 元 有 ;A ds 且 。 
所 和 寺 必 的 为 (f fs) 之 得 度 该 等 于 【有 .0 ) .在 等 个 节 点 
处 可 以 有 栈 全 方程 ,节点 4 一 1 6》 其 对 应 了 12 个 方 
程 ， 通 过 [14 可 以 由 【ao 表示 我 位 得 到 
了 出 12 个 方程 构成 的 方程 组 

Eu=f, (15) 

其 中 此 称 汶 总 刚度 矩阵 ， 玫 让 对 苹 的 元 兴 才 加 而 得 . 下 一 
CoB Mg oa, f=iF, 0,F,0,R,0,0 
尖 | 与 载 共 向 景 . 

沪 刚 庶 此 阵 中 各 元 各 的 和 对 位 跷 不 一 定 与 站 元 出 度 违 
| 的 相对 位 是 贡 年 光 刚度 本 昨 不 是 又 个 作 学 一 
不 所 登基 侍 老 ， 而 是 将 掉 天 党 按 贡 点 际 序 “对 号 和 人 座 ” 亚 
如 也 去 的 :在 警 其 时 还 会 六 到 对 应 了 闻 点 二 7, 44 的 单元 ， 
这 有 有 有 一些 元 内 不 必 亚 加 芋 去 ， 因为 让 这 些 点 上 位 移 为 鹤 ， 
第 己基 的 ， 在 这 些 点 土 也 不 要 建立 平衡 刘 程 . 

秘方 程 组 (15)， 求 婴 刀 ， 然 后 利 思 (4)， 每 个 单元 
的 蔚 广 情况 焉 求 肖 来 了 ， 我 们 还 得 以 算 几 民力 来. 


3.2 一 个 平 丽 谱 力 问 入 的 役 千 
我 们 考 谍 一 拨 站 而 得 性 性 凡 : EE 半 ; ,六 六 加 向 自问 上， 
#4 从 


弹性 体 的 慰 度 不 大 天， 及 至 下 凡人 作 为 平面 应 力 和 题 求解 .在 
遍 4 4 许多 习 全 大 力作 出 ， 单 全 面 和 上 上 受 河 为 下 六 国 
网 町 时 好 人 性 钵 示 汉 到 重力 作用 ， 在 嫩 4 过 二 缠 性 
二 本 -刚性 的 二 而 过 接 《 六 10) 我 们 计算 各 所 的 应 必 和 位 
本 书本 方便 ， 不 从 一 般 和 性， 下 于 模 症 县 于 汶 : 


将 平板 莉 分 玛 败 全 所 角 形 单元 由 图 15， 节 点 是 由 4 一 下 

,9)、， 假 想 每 一 个 单元 受 .到 的 力 用 节点 处 的 集中 几 代 粹 ， 
它 称 为 等 敬 贡 点 万 取 -… 个 典型 的 单元 名.【《 岗 11 于 是 ， 
单元 蜀 度 邱 阵 就 古 天 示 节点 椒 的 位 移 i 站 2) .人 (yD) ,Wm， 
zm》 恒 攻 点 处 的 坊 贡 if fg) Cry fori, (fem fm) 之 
癌 关 系 的 短 阵 ， 对 十 这 个 问题 ， 如 时 我 们 企图 求 测 它 抱 精 澶 
解 ， 于 么 我 们 下 五 艇 一 个 与 原 问 题 回 样 因 难 的 问题 灌 在 我 
们 只 求 它 的 近似 盘 ， 假 次 府 旺 龟 识 内 部 位 移 吕 线 性 分 市 的 ， 
它 怠 可 以 表示 状 

UE A A) 

WEA DT 
生 中 和 是 面 舱 忒 标 臣 一 1 2 3) 


AT 


按照 广 六 了 ookge 定 律 


T=Re, 《16》 
其 中 
问世 
aT 
并 Be 
本 二 ) 好 )， B=, Py 1 = 人 
A 
Try Vi 
du O09 
rE 人 六 
(17) 
处 二 228 四 0 
| ; 2 十 2 下 0 | ， 
0 0 HL 
4 与 8 是 Lamé 常 数 ， 它 们 和 Young 模 遇 E DoissontL0 之 
喇 的 关系 耳 
4 一 1 一 六 六 201 +0) 
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Ee Blu dd bs, Mm., bn!” {18) 
其 中 9 0 i 0 ns 0 
-| 0 一 二 ， D 一 二 0 一 上 | 
一 六 WH, 一 上 NH: 一 请 3 办 
(19) 


与 #4. 一 1,2,3) 已 在 1 中 给 沿 ， 令 Bo 一 i Di, jy， 
m9m) ， 风 单元 上 的 应 力 为 0 二 BB6。. 

现在 假定 在 节点 上 有 一 个 更 位 移 剖 : ， 与 之 对 应 的 在 单 
元 上 的 虚 位 移 就 是 

ur A 

人 
虞 应 普 就 是 

er— BPér. 

闻 力 在 腊 应 变 上 作 的 上 变形 功 等 于 


v=| (erodzdy =| (8. BrRBS dzrdy 
-i : 


一 上 HL(5:)rBrRB6. (868. KG6, . 


其 中 及 (9) 一 -上 [BzRB 称 为 单元 刚度 敌阵 . 令 f 1 一 (fe 
ff 上 的 等 效 节 点 态 作 的 碰 功 
是 
丽 一 (56277701 
按照 磺 功 夯 感 ， 外 力作 的 虞 一 应 等 于 应 为 在 虹 应 受 上 作 胸 惠 
亚 形 切 ， 出 
t= 
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但 是 6* 蚌 任意 的 ， 因 此 有 z 

Kisig,.= ff'*°). 《20 
C20) 式 与 上 俩 中 的 《147》 式 相当 ， 利 前面 一样， 在 每 个 节 
点 上 各 全 元 受到 的 等 效 节 点 力 之 和 应 该 等 了 在 这 个 入 点 上 上 的 
外 力 ,现在 分 布 力 ?和 重力 都 不 是 作用 在 节点 下 内 集中 力 ， 我 
们 要 把 它们 “ 园 称 ”到 节点 虐 去 ， 方 法 是 使 它们 与 茶 些 作用 
在 节点 上 的 集中 力 虚 功 相 等 ， 设 竹 度 为 了 ， 妹 力 加 速度 为 9， 
册 单 元 上 重力 作 的 虚 功 是 


Fy, = -| pov*(zw, yadrdy 
2 


= 一 29|。 {29 0; As, 0 hr Jazay, 
但 是 
| A{rT. yadray 


它 


= 万 |. (NTE gO drdy 


(7 +o.} 


2 的 积分 可 以 加 样 评 答 ， 因 于 
不， 一 一 A9 过 1 和 二 


各 重力 区 订 的 等 效 节 点 力 Ef | 
W.='8.Y7f "i. 


tf 有 有 
A! 
下 一 一 2 一 DT. 35， 


好 外 将 重力 平 希 分配 到 友人 个 苦 点 上 上， 对 袁 面 力 的 处 理 是 同 
样 驴 ， 慨 它 们 作用 了 生理 过 4 4 上 【图 1 ， 2 的 方 问 是 水 
于 网” 单元 上 索 面 力作 的 感 坊 是 ‘ 


Fr:=| P(e 人 钵 | 家 
了 Wm Fi Ym 


= py) 


设 表 商 力 对 应 的 等 效 节点 力 是 ;"”, 则 
本 ,一 (看 ， Tf 


乌有 


了 一 Sm p00. .0,1 07 El 119 


好 条 将 表面 力 涪 均 分 号 到 两 个 节点 上 ， 

i 圭一 个 例子 一 样 ， 将 各 单元 狗 度 矩阵 冯 加 得 总 刚度 逢 
阵 乒 ， 访 梧 ， 将 各 节点 上 的 等 效 节 点 力 Jf"*， ff" 慨 加 得 
载 哲 所 二 于， 各 得 方程 组 【15)， 解 之 求 出 倍 移 站 ， 由 (16)， 
18) 《19) 求 由 应力 口 


34 两 种 有 限 元 表述 法 的 一 致 性 


我 们 己 经 介绍 了 两 种 有 限 元 前 者 述 法 ， 一 种 是 从 变 分 问 
题 的 弱 解 出 发 ,引进 有 限 维 子 空间 的 an68prxan 方 法 与 Ritz 
方法 ， 男 一 种 是 直接 从 物理 舰 律 出 发 ， 通 过 对 瞄 型 单元 的 分 
析 ， 然 后 装配 成 方程 组 的 方法 虽然 出发 点 不 同 ， 实 际 上 它 
们 是 一 至 的 .在 这 一 前 我 们 通过 例子 说 明 这 一 点 . 

现存 我 们 用 $1 的 豆 述 法 重 述 3.2 段 中 的 例子 ， 设 单位 枯 
积 上 漳 性 体 受 到 的 外 力 为 (jz, 了 )， 则 与 虚 坊 原理 等 恰 的 六 
衔 方程 其 


$1 


or ， OTry 
1 -3 二 fz 二 0. 


{21) 
| Br, AU 
\ 六 Ty 十 了 二 0 “ 
由 (Ci:6) . {17) 滤 
_ ; Ou | . Ar 
「cz 一 (4 十 2 六 ) Fr gy 
'” = A 2 $0- (22) 


(Tay=# (5 十 ) 


设 区 域 如 的 这 界 9R 分 成 两 部 分 ,分 别 有 位 移 过 界 条 件 与 灶 力 
边界 茶 件 在 五 ,上 位 移 等 于 八 ， 在 王 :上 单位 表面 积 上 的 外 
力 是 48=,8o， 则 有 
(2), 0,. 《23 ) 
TrCOS{P 2) Try CO ? ,gy)r, = 8:, 
(24) 
TryCOS(P .FT)+OCOS( ,Yr = pr. 
(21 ) 一 (24) 束 是 平面 窑 力 问题 的 一 个 完整 提 法 . 
下 以 将 C22) 人 和 代入 (21) : 消去 四 rz ,Co rp 得 


Ea | 2+ 2 +， 


[a (a + )+ +t) 二 29 必 二 太一 0 


访 就 起 上 位移 满足 的 方程 组 ， 它 称 为 Lamé 放生 用 疝 量 形 
趟 训 以 将 它 扎 得 向 和 规 一 些 ， 令 
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et ii PP . 
Th ri ed es pH Tray 


0% | 
rd jv 人 
divu= r+ grad = jw | ， 
og | 
则 可 以 整理 得 
一 正六 让 一 (十 下 JETad diva 一 了 (25) 


《23 ) 一 (25) 与 我 们 在 条 中 解 的 达 值 问题 郁 十 椭 同 型 方程 的 边 

值 间 题 . 它们 前 处 理 方 法 是 类 似 的 - 
EE 

的 } .到 丙 个 漳 数 #7 .2*E CEDUTs ) 作 为 试探 请 数 . 邻 纪 "一 

0 的 丙 个 方 各 相当， 范式 相 
， 在 区 域 避 上 上 积分， 利用 Ureen 公 式 和 边界 从 件 (24 ) 得 


ee 0 二 rr 9 二 


-| (wu ft fy) drady +| (a gs gy ds 
各 | 


(26) 
利用 方程 (22)， 令 
dlu.u*) 
，。 科 汉 Qu” : NY 
=| | (iat 9 em + C2421 99+ 
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,Ou ao” jf ou Ov 
DT :oy 1 (5 Or 


Fi -| 1 +| (urgrt vo ) is, 
x 让 是 
则 (26) 式 可 以 二 成 
AU. uO= FU). 
让 果 我 们 不 用 六 腰 :02134227 了 用 万 程 6257， 可 六 得 到 同伴 


结果 ， 令 


0 Da 
2 if 0 
i ; 网 
后 一 - 2 | 下 ”一 oo 1 
| Og dy | 
1 ! | 
Ox O00 \ Ow” 007 
OF a dy oF 
呀 以 上 又 线性 汉 范 妇 可 以 写 丰 
aa as 一 | (eT Redrdy. {27) 
各 


设 集 合 C3CDUTj 在 空间 吾 玉 昌 ) 中 的 团 包 是 如 全 UT). 
它 是 基站 名 ) 交 一 个 子 空 间 .问题 (21) 一 (24) 的 难 解 刘 法 是 ， 
求 E18UI))*,， 使 

qu Pw) YurECHIARU TY, ))’. 

(C28) 

西 忆 用 Dax-Milgram 完 旭 讨 论 问 题 (28) 的 分 的 年 
在 瞧 - :性 .这 坚 息 们 不 准备 给 出 评 明 ， 只 讨论 它 的 主 跟 ;. 载 
式 . 

腾 量 ;UT 的 有 限 维 子 空间 FF、,， 风 有 限 元 方法 的 徐 
法 是 ， 求 呈 Et , 全 
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He i ， 


站 
TY rei 


a FM VMECCF,)?. 《29 ] 
如 困 仍 用 站 中 本. 三 前 形 潮 分， 则 
太一 人 人 Co EP (Ne) te=i,*, MH), 
并 且 当 AET,, ytAdAi)= 0}., 
识 员 忆 关 上 车 点 车 个， 则 下 与 把 * 可 以 表示 为 


、 让] We | He 
炎 4 二 > (, jw := > ( ,jw 

所 

J=1 Fm] " 


+ 
没 加 车 4x 的 两 个 分 硬是 zx 三 wm， 念 
全 中 doy 0 
DT 站 六 
. Du» oP 
[和 一 一 -一 一 二 一 本 
" ay 2 ” agy | 
:dus | OPA dP oP, 
0 oF OY Oz 
. WF ] ph 
中 中。 一 :- 1 B ’ 
之 ,,) . 
NN 二 
局 理 ， 2 
” 之 ( | 
由 (27 ) 式 


{tt ws) 一 | (EY Rendrdy 
订 


1 -于 一生 


贞 - 拓 了 种 1 
™ | ee ,全 了 BIRB( ,drdy 


由 于 上 是 线性 泛 沙 


| 妓生 皮 1 | 
Pa = 天 位 (JJ= Co 
< = ' 


bb 

My 
一 
一 一 
一 
ee 


让 


令 jy 一 | BIRBsdrdy, 
a(()) 
ED) 


由 2 到 的 任意 性 ， 方 称 (29) 司 以 写 戌 
”1 过 | : 
号 (= (so) 


这 狼 足 zy2y 汪 足 的 代数 方程 如， 丽 一 和) 称 为 总 测度 扯 
阵 “了 一 (fi) 称 为 载 检 向 量 


全 Li? 一 | BRB,drdy, 
者 | ty 一 = L 
*rl] 


对 于 图 4 所 改 示 的 单元 ， 引 进 音 元 刚 席 祭 阵 
i 5 RE 
下 一 | hf Ef ke 
Rk 
SI 不 同 的 是 ， 五 是 一 个 六 界 短 用 ， 它 的 元 隶 是 二 阶 子 


款 . 令 


B17 


B=~(B,. By,. Bn). 
则 在 单元 号 .上 8 的 表达 式 谨 是 (19). 因 此 
Pe “| prRB, 


与 续 中 的 表 这 式 害 全 一 笋 . fo 志 是 通过 对 单元 的 芝 加 而 得 到 


的 : 
t= (rot) (ea 


过 : ifz to 
本 之 1, (pF) +] (0 
对 于 音 无 吕 。， 税 分 项 虹 魏 上 只 有 三 个 分 结 不 等 于 零 , 化 们 是 


( a 
| ( :fs jazz 十 | :9 )as 7 一 1 23， 
归 + 六 10. (7 Fy 


控 单 元 未 由 以 上 各 碍 零 分 最 以 后 ， 按 下 标 ; 营 加 可 以 得 至 方 
程 组 《30)》 的 右 端 ， 与 台中 的 结果 一 至 . 
$5 ” 癌 阶 方程 
对 了 于 高 于 二 及 的 村 雇 更 方程 ， 弟 元 插值 请 数 较 竹 。 巷 们 

将 天 于 困 除 人 根 彼 分 方程 移 计 论 放 在 第 四 意 ， 这 盟 汉 鹿 淮 妇 了 
党 微 苍 方程 哆 边 什 问题 :区 虑 

1 一 上. TECO .E 

a0)u (0 =u = (1)=0 
设 wE0OKM[0,1])， 寂 试 保 六 数 2€C7(0.10 与 方程 相 菩 ， 在 
区 间 (0,1》 上 租 分 ， 计 和 作 册 这 分 绪 弄 分 得 


| wads | jm. 
中 本 


(31) 
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令 a(u. 0)=| Ua 
必 


同时 注意 到 Co 在 五 510,1) 中 御 闭 包 是 如 (0,1)， 则 有 有 
qu vm ,v0), yoeHato,!). (37) 
因此 边 值 问题 (31) 的 能 解 提 法 是 ， 求 ss (0,1), 合 (32) 
式 成 立 . 
现在 构造 问题 (32》 的 有 限 元 解法 , 设 记 ; 次 豆 》 (0,1) 的 
有 限 继 于 衬 间 .我 们 求 xsEVs, 悟 
oua- If,0), YoEF,. (33) 
最 简单 的 构 闭 FF; 的 方法 是 到 三 次 单元 ， 将 区 了 癌 10.11 作 
草 分 ， 取 节点 0 二 20 之 和 芝 下 之 Wy 一 了， 记 区 间 (zi ,21) 
沪 单 元 作风 VV =={uE CT0,1]); wlo€E PD) (i=1, 
0 一 1 一 2 人 1 二 站). 可 以 证 明 [, 是 
开 E0.1) 人 的 子 空 间 , 当 ww EVPV，， 在 得 个 弟 元 上 Fw 的 值 被 它 在 端 
点 上 的 耳 铂 值 及 一 阶 微 商 值 所 唯一 确定 .六 ,的 打 可 以 写成 两 
组 六 1 i 一 1, 和 一 1)， 定 义 如 下 ， 
{1,0), j=%, 


(0,1)， j= 
(get 
这 时 
T= 1=: 


wi 谣 是 在 点 的 读 ， 而 8 和 7 斌 是 za 在 zY+ 点 的 大 - 邻 


| We 
= > vn Pi 十 py vp 
fm 下 


代入 (33) 式 得 
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之 a 


= S00 Peto py 


| 


由 2 司 # 的 全 这 性 ， 


SI 人 人 十 一) 
Pt 


> Cu a 


一 一 
可 wD, By, PL) “ Cf, Pi) 
Fraps i) a( yp, Ly 后 (pp 
t= |. Nl. 
必 列 向 时 t= 人 =f， 
方程 组 六 可 以 十 
为 


其 中 总 刚 庶 矩阵 
El 山 和 El wd ' 


By_], 1 四 wl, NW 
它 是 一 个 分 次 拓 阵 ， 每 个 hj 是 一 个 2 x 2 于 岂 
tp Pi a(y,, Pi) ) 


人 
总 团 竹 汪 阵 站 本 这 出 尝 天 剖 度 证 阵 益 如 击 入 ， 和 伍 取 一 个 
单元 只 。， 仿 


;y= 
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PP" Pip! 
2 一 | )az, 
oe pop 
网 Rij= > EE? 。 
只 有 当 i,j 同 时 为 e 一 1 或 e 时 ，F; 7 才 不 等 于 零 . 因 吕 ， 单 元 
刚度 答 阵 定 多 为 
KEKE:!? | . 
' Ri ， Es > 
它 是 一 个 对 称 窜 阵 证 办 得 


Ey {Ey 
Es | 


12 6 _l2 6 
ht hk? hs hs 
4 避 2 
机 本 

下 “1 一 的 

li2 6 
i? hy 
4 
ks 


在 计算 总 出 度 算 阵 时 ， 将 童 元 出 彦 乞 阵 的 元 素 ， 按 节点 编号 
逐个 导 加 ， 当 t= 二 工 .和 时 ， 要 “ 划 ” 去 与 他 成 Yr ,Yn 有关 的 
行 与 列 ， 

与 过 去 对 二 阶 方 程 所 做 的 岳 值 淋 同 ,这 围 采 用 的 二 Her- 
mite 型 的 插值 ， 不 从 节 点 上 的 阔 数 值 基 已 知 的 ,而 且 一 阶 徽 
次 也 是 已 知 的 . 

可 以 用 Lax-Miigram 定 理 证 朋 问题 (327 以 及 (33) 解 
的 存在 唯一 性 ， 我 全 把 它 留 作 可 题 ， 现 在 用 更 初等 的 方法 证 
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训 723) 的 秀 的 存在 唯一 性 .我 们 只 吏 证 明 与 (33) 对 应 的 齐 次 
方程 组 只 有 零 解 就 熙 了 .经 2 ET 入 足 齐 次 方程 
中 
骤 卫 亚 扣 得 人 (全 一 :国生 和 1 至 D， 即 如 在 每 个 单 元 
上 是 线性 男 数 .出 w,(0)= 二 0 可 以 逐个 单元 归纳 得 (2#) 二 0， 
凤 ¥a(0) 二 0 归纳 得 ast) 二 0. 
我 们 再 考虑 一 全 例 ， 


CU, rE(0,1), 


dr 

WO 0=u(1)—y (1)= 0. 
设 wE CI0.1]), 取 试探 画 铭 ?E CC[0,1]), 并 要 求 e(0) 一 
1 一 0 ,将 5 与 方程 相 寺 ,在 区 间 (0,1) 上 和 分， 并 作 两 次 
稻 况 积分 ， 利 用 z 满 足 的 边界 条 件 得 

alu, vo)—=(f,v). (34) 

和 褒 第 一 匡 81， OC[0,1]) 在 喜 ?(0,1) 中 是 稠密 的 ， 经 过 一 个 
马 近 过 程 ， 可 已 知道 内 怠 2E€ 如 ? 00.1), 并且?0(0) 一 201) 二 7. 
(了) 式 仍 然 成 六， 这 里 9 在 0,1 点 的 值 应 理解 为 迹 . 但 蓄 #EE 
站 00, 由 六 食 30,1) ,出 毓 一 音 81， 扎 开 3(0,1). 总 之 ， 
访 述 对 5 的 限制 等 价 于 vzE 开 200,1) 作 如 3 (0,1) .于 是, 绚 和 解 的 
提 法 古 ， 求 EE 如 避 0, 由 人间 开 3(9,1)， 使 得 当 zEH?(0,1) 门 
开 100 .1) 寺 ，(34) 式 成 立 ，4*(0) 一 w*( 中 )=0 是 自然 边界 条 
途 向 #(0) 二 #(1) 二 0 是 强制 边界 条 什 . 

服 如 ?000,10 们 如 i100,1) 的 有 有限 维 子 空间 就 可 以 构 选 
434) 的 有 限 元 解法 - 集 简 单 的 取 法 全 Vs= 1g Ci([0,1]); 
W107. 上 以 下 的 步 
对于 全 类 拟 , 丰 所 旋 这. 
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习 惠 
1.， 将 区 成 昌 齐 分 澳 拭 形 
单元 【图 13)》， 符 过 与 坐标 辕 
平行 . 在 每 个 单元 上 ， 由 个 顶 
点 取 作 节点 . 插 信 始 数 沽 
u=00 aso dtas ry. 
它 不 直线 性 的 ， 但 是 对 两 个 坐 
标 23- 瑟 3# 分 别 是 线性 的 ， 因 班 称 
9 为 是 双 线 竹 的 《参看 附录 一 )， 
求证 
(38) 佑 数 #0 ,9491959s 癌 以 出 节点 情 崔 一 确定 ， 
《hb) 撒 盾 荔 数 在 整个 区 域 吕 小 连续. 
2. 对 于 Laplace 科 子 计 算 双 线性 单元 的 刚 庶 第 阵 . 
3， 对 于 第 一 意 习 题 5 前 间 题 ， 月 有 限 元 方法 求 解 . 媳 
暴 取 正文 中 的 三 角形 前 分 及 线性 择 值 . 试 写 击 代 数 方 答 组 . 


4. 对 于 问题 
一 点 2 一 了 (fT,#)EN, 
wl- = #1 et 


其 中 旭 基 一 个 多 边 形 区 城 ， 芽 | 和 工 ; 分 刊 册 9 号 的 一 些 乒 自给 
成 ，2 昌 一 1UT。 ,用 有 限 元 方法 求解 ， 取 正文 中 的 三 前 形 
前 分 及 线 必 插值 ， 试 本 册 代 数 方 福 组 

让， 攻 罗 的 物理 估 数 B= 二 2 xX103KEAcna ,=0.23, 密 
度 P= 二 7.8g/ACms ,对 于 3.2 蜗 中 的 合子, 有 取 p 二 100kg/em?. 
强 匀 条 的 厚 谨 在 于 钼 不 起 作用 ， 为 简 音 起见， 可 以 认为 厚 
1 cm . 利 岂 电 隆 计算 视 , 求 出 备 点 的 位 移 与 种 理论 内 的 应 为 . 

如 2 


际 了 二 面 已 经 给 出 的 前 分 外 ， 还 可 以 考虑 如 了 1 二 辣子 


图 14 


6 利用 Lax-Milgram 定理 证 明 问题 (32) 的 弱 解 的 
存在 唯一 性 . 

4 证 明 当 FE QCL0,1])，w € OL0,1]) 时 ， 间 县 134) 
的 弱 解 十 直上 典 解 . 
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第 二 章 “” 椭 网 型 边 值 问题 的 有 限 元 方法 (二 ) 


在 这 --- 章 ， 我 们 讨论 第 二 章 给 出 的 有 有 限 元 方法 的 误 盖 亿 
计 . 
$1 抽 绢 误差 估计 
关于 在 第 一 童 讨论 过 的 抽 人 繁 蛮 分 闻 题 ， 有 一 个 与 Lax- 
Xitgram 定 理 对 庶 的 抽象 由 其 估 计 ， 它 的 证 明 虽 然 简 单 ， 
然而 它 却 是 森 四 型 有 限 元 万 活 误 苦 知 计 的 一 个 基础 . 
定理 1 (Ceéay】 设 了 为 Hilbert 空间 ， 为 了 的 线性 
子 空 间 ，x ET 与 waEPF 分 别 是 如 下 问题 的 解 : 
ou 0) = Fw), yer, C1) 
alua,p)=—=F(vY,. YiEV,, (2) 
其 中 双 线 性 泛 画 5 与 泛 师 办 满足 二 ax-Milgram 定 如 的 条 件 ， 
由 存在 与 六 无 关 的 常数 OO， 使 
ews ,inf la—ell. C3) 


证 明 人 性 联 VEF， 令 i 二 一 Vp， wp 全 FF,， 由 
(11(23 得 
a{u, Wa) = Fws). ql ut wa) = a), 
料 忆 上 上 三 式 相 减 入 
dR， 
El NU 
出 第 一 草 的 条 件 人 人 


和 | 


$4 


将 以 上 二 式 想 得 
datu— ys, Uo— os) Oe ll. 
由 双 线 性 滩 东 5 的 有 界 性 ， 样 存 带 数 并 ,使 
alv— to) Mz ull Oo 2 . 
令 口 二 /a， 则 存 
le — ll Cl — vs. 
得 ?* 为 任意 的 ， 取 石 吴 的 下 确 异 如 得 (3) 式 .证 毕 . 
定理 1 的 意 闵 在 于 ， 可 以 将 有 限 元 方法 的 误差 佑 计 何 题 
归 秒 为 一 个 琐 数 衣 近 问 题 . 并 县 由 有 限 元 方法 得 到 的 近似 解 
与 空间 六 让 的 最 优 温 近 具 有 同 阶 精度 .下 一 节 的 内 容 就 是 针 
对 线性 三 角形 单元 建立 租 应 的 误 蓉 合计 - 


$2 插值 函数 的 误 关 


和 第 二 章 匀 一 样 ， 我 们 志平 商 上 的 问题 
— Au=f, 《xz ,8 E DQ, 
{FT.#) 人 DO (4) 
为 例 . 上 只 要 fj EL*(9), 在 第 一 章 $3 中 己 绎 证 明 (4) 的 纶 解 # EE 
开放 号 ) 存 在 及 唯一， 邵 果 设 慧 号 的 边界 6 号 更 “好 ”一 些 ， 
就 可 以 有 2E 上 YB)， 网 如 按 第 - 剖 界 注 3, 只 要 避 是 品 的 而 
且 它 的 边界 69 满足 Lipschitz 条 件 就 够 了 ,下 面 我 们 假定 
steH(). 
为 了 便于 讨论 ， 我 们 仍 假设 名 是 多 边 形 . 作 三 角形 
神 分 以 后 ， 歌 第 二 章 §] 中 的 空间 六,， 我们 舍 计 (3) 式 的 右 
端 
控 能 入 定理 ， 如 一 C00 名 }， 因 此 在 每 个 节点 4, 上， 
w{44, 都 确定 的 意义 ， 在 每 个 广角 撒 单 元 上 按 u{ 4) 作 线 
性 报 值 ， 我 们 得 到 一 个 定 儿 于 总 上 的 连续 而 数 ， 记 作 u1， 容 


A 


局 验证 万 .到 此 


inf liu— wal < oe. (5) 
er 
¥ NM 
ua = Dllli, n, . 《6 ) 
“ 三 二 


技 中 品 。 才 有 示 单 开 ， 弄 为 单元 的 总 个 数 ， 我 们 只 需 逐 项 征 计 
As (6) 式 浅 江 . 

假设 昔 元 妨 的 节点 为 
EE 
As {zag (15). 已 知 % 和 
吾 : 呈 ,和 根据 C( 呈 oo) 任 
?1B.Y 内 稠密 这 一 性 席 ， 

图 1 辑 上 时 移 假 定 呈 GE ( 癌 人). 

任 取 . -点 4fz.gE 各。 ., 则 有 


wj 一 二 | tr 1 —tix. 
ty;t {1 —tiydt, 
tl,2.3. 
作 公 部 积分 得 


fA 
WA (7 (¥,—¥) 


十 | 1 一 全- 2 二 1 一 有 


十 1 1 it}y es 
全 二 ti 上 i)2, Hi J +} 
EE 着 以 导 成 
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yA) = 4) OA yz) 

OT 
(7) 
+ 人 (yO—¥) + RA), 


其 中 z 
Ri 一 | C1 i re dt { 2) 


(7),(8) 实 际 上 就 是 带 积分 型 余 项 的 Tay1lor 公 式 . 以 Xt 和 4) 
表示 点 4 的 匹 积 坐标 ， 则 有 


汉中 ) 一 > uAyAt A}. 


由 【7) 式 
如 中 二) ul) 
(4) 一 Sluca+ a (TY) 十 有) 
+ RAY) A). (C9) 
作 一 个 线性 函数 上 ， 使 
A)=au( A4), 
04) ,out{d) oi(4) out 4) 
DF 07 dy 063 


-的 二 阶 微 商 等 于 零 . 因此 由 《9 ) 式 


i 4 十 呈 全 2 二 一 妇 ] 


二 到 了 


XA AY. 
但 是 线性 画 数 的 插值 函数 等 于 它 和 月 号 ， 尖 此 
td}=i(A)=u( AA}. 
上 由 4 9 } 式 得 


Wd) = BRAN Ld), (10) 
[J 
(= 


全 i A 一 Te 
- et Ht 


这 就 其 g, 一 4 的 表达 式 . 我 们 求 它 的 微 商 
OB 全 一 让 人 


六 并 
加 -~™ 此 ) -十 < -2 要 Pr 
EE ed 
将 [7 ) 式 对 z 求 微 交 得 
Ou A . 0 Ht 有, dR 
一 一 一- 1 i 本 ,= 一 
dp ( 了 -太一 Broy 一 1 十 六 如 ， 
因此 
E 
OR dy 
之 Ee 和 人 通 ) 
日 全) Diu A 
一 一 -一 CW 中 5 4， 
5 dL? " OT dy 他 
作 一 个 线性 喘 数 i， 使 
tA 0. 
OA) Od) ofrA) ou{d) 
OT QTE A dr oy 


由 ( 9 } 式 得 


0 | 
二 一 PE Er 一 一 一人 区 六 et 4 ). 
但 .是 ! = = 性 
网 于 4 
~ 时 下 
即 有 有 


OU A) 1 


2 ~ kid pe 


1) 


n= 


Ee 


同 理 


Ou AI—u( AY) < os:( 4) 
0 一 之 和 Og Wl 


通过 0) ,C11), (512) 训 以 估计 | 一 中 .os 由 0) 式 和 
|%( 有 4 委 于 ， 
我 们 得 
| 一 可 本 2, <|. 的 IR(AN Yadrdy 


<S3 > | Ri({ AYdray, 


设 昌 .的 最 太 边 长 为 A。， 则 
| 了 一 沁 | < ， fy 一 如 A 


由 (3) 起 
R14)= {| (1 —0) | (z, 一 2 
Ow Ti) 
98 1 07, 


三 二 , 攻 小 
te 


十 2 (TF) {OY) 


< 1 —i) 之 due,, 09)) di }. 
利 由 Schwarz 不 等 式 得 
Rr A i2h: | ( 1 -7* 之 A ule Ba) “dt. 
因此 


上 一 人 5 


89 


i ba bbe ee 


0 
36 Sha | ow Eyl drdydt. 
it 1 


| 


忆 攻 全， 人 计量 蔡 换 ， 并 注 作 到 


和 一作 


<36k: D DI ous. 33830948 
1c IrlnB™ DO Di 


其 中 区 域 吕 ,为 昌 。 的 一 个 子 区 上 砧 ， 例 如 图 15 的 阴影 部 分 表示 
了 tz 二 3 同 的 如 :， 因 此 有 
ss D < 108k} | ,0, (1i3) 


因为 GC~( 如 ,在 HYCO) 内 币 密 ， 所 以 (13》 二 对 任意 的 4 
百 打 号 。) 都 是 成 立 的 ， 利用 《Ti127 式 可 以 村 计生 :一 


4 | ;. 4,， 所 不 同 的 是 我 们 必须 合计 | 924 | 与 | | 的 
上 只 “ 岂 9 才 示 三 角形 G, 的 最 短 高 (图 16)， 册 有 有 


ONs ) 2 1 

Bz | 此 2 | 女士， 一 1 23 。 
在 
图 45 


70 


a 


证 所 有 三 角形 单 交 的 所 育 内 前 的 下 异 是 Be ， 由 正 线 定 理 ， 三 
入 撒 3s 的 党 边 长 庶 都 不 小 守 &6Ssin98。， 因 此 9 守 2.8in:06. 
我 们 街 到 了 估计 式 
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| 本 一 如 | Lr 1 gino | 了 = 器 ， 和 (14) 
inf fu, 1, oO fol », o, (15) 


是 
其 中 如 与 9 在 关 而 与 其 它 的 前 分 参数 【单元 个 数 ， 最 大 过 长 
等 1 无 关 . 出 定理 1 
| yu—a, is ORI) ;s,s , (16) 
绩 汪 和 一 让 剖 分 ， 使 有 一 0 ， 它 们 有 无 窍 钉 个， 内角 丰 公 潍 
的 下 异 B6 这 0， 那么 这 族 章 分 就 称 为 是 正规 的 ， 综 上 记述 ， 
对 于 正规 的 一 族 训 分 ， 当 六 一 0 时 
Tus 5 一 全 (下 ) ， 
从 (414) 陈 可 以 看 上， 在 到 分 时 我 们 应 该 避免 过 小 的 内 和 角 . 
例 #=2 十 # 
对 于 尾 一 三 角形 单元 人 ， 设 它 的 内 接 辕 为 加,， 因 的 举 
径 为 re， 出 
Te he Lan 
存单 元 内 为 线性 丽 流 二 中 


| #—e;, | +,s 
— 和 一 2 
>| 1 {2 于 -) + 0] laray 
了 spy , i sg 1 
一 | CT Cs) 上 


?1 


其 中 带 数 0 ，eCz 丘 加 的 一 防 徽 商 ， 痊 易 计 筑 得 
ini | ua—vs| 1,p, 
四 
2 nt | ,2 0 (2 — OO.) ydray 


Ci Ord 


一 卫 开 人 


间 时 ， 各。 有 风 济 详 Meas Qo hers. 因此 
| 半 | 2, D ,128.7。 - 


即 有 


inf | #—v, | 3, no, Ck? 1 2, 9, 
vpPif 人 i 时 


从 以 上 上 例子 可 以 竹 出 , 《15) 式 就 其 对 天 一 0 的 阶 而 言 ， 
已 经 不 能 再 改进 了 .在 这 个 意义 下 ， 我 们 称 《186) 式 为 最 优 


估计 . 
最 后 ， 我 们 给 一 个 另 一 种 类 型 的 估计 ， 按 Rits 方法 的 
担 法 
Tu} = min do, dw)= min Ab), 
“sfD) "rs 
其 中 


7(o)= 末 az) 一 PCp) 。 


因为 是 如 3( 旭 ) 的 子 空间 ， 所 以 
J iu (uu) . 
但 是 # 和 ws 分 别 满足 (1),(2) 式 ， 因 此 


Jiu =—- (4,0), Ta) = ~ A, ga) 。 


T2 


我 们 得到 梢 计 
站 (人 < , 
对 于 问题 ( 4 )， 
|gshio 人 |i . C17) 
用力 学 的 术语 ， 有 限 元 六 法 得 甸 的 近似 解 前 应 变 能 要 小 于 礁 
兢 什 ， 这 个 结论 对 于 实际 应 用 也 是 有 参考 价值 的 . 


$5 Aubin-Nitsche 技 巧 


对 于 线性 三 角形 单元 和 问题 ( 4 ;)， 我 们 在 上 一 节 已 经 征 
明了 只 吏 # 亡 旭 * 信 DY， 就 有 误 准 估计 上 8 一 ww 上 1 一 O08)， 拓 
播 代 函数 的 议 差 估 汁 式 《13) 我 们 稍 想 上 8 一 wl。 的 由 和 伊 阶 
应 该 高 -一些 ,。 理 组 的 估计 举 (8*》， 要 证 明 这 一 点 ， 常 用 的 
方法 是 态 ubin-Nitsche 技 巧 ， 

设 马 是 包 多 边 形 区 域 考 起 贸 助 问题 

人 (7 ,YE 如， 
把 一 避 ， XI) Edm. 
由 第 一 章 $3 附 注 3 ， 世 二 如 (好)， 且 有 
baalls ia 一 il。 . (C18) 
mW 是 如 下 问题 的 强 解 ， 
qo, 0) ), VrEHI(D). 
取 ? 一 4 一 如 得 
gu as, | — ul. 
男 一 方面 ， 对 于 任 总 的 wr EY 。， 我 们 有 


{HO 和 一 心 


再 此 a{u— Ha, Wa)==| oll ， 
由 帮 线 性 泛 医 下 的 和 和 郑 性 
上 一 wal ls Oe | jw — tw ll 到 


了 3 


但 是 刀 , 是 性 章 的 ， 因 击 z 
lu — a < Ma — als ‘inf 一 起 。 


由 (15)。(C18) 式 
inf lw twa CR i OR dl 


电 


全 此 
J — uslio CR ll ， C19) 
以 千 计 式 《16) 代入 好 得 
ta al) OR 全 。 (20) 


(20》 涉 是 一 个 理想 的 亨 优 估计 . 
如 果 去 掉 开 始 时 #4E 引 罗 ) 的 假定 ， 仅 假定 2€E 可》， 
可 以 由 (17) 式 得 
| 如 一 2 he 2 ei. 
然后 利用 Poincare-Friedrichas 不 等 式 简 
le —arll, CI . 
代入 419) 动 即 得 
和 一 如 os 下。 C21) 
这 是 一 个 对 # 要 求生 低 的 估计 . 


1. 对 于 边 信 问题 
fA TEC, 
安 一 癌 ， TE ow, 
求证 a — Hal, 0 = inf lvli,p . 


呈 ，。 将 区 间 44,6】 作 齐 分 ae 一 zu<…<zn 一 和 设 1 为 最 
?4 


大 子 区 间 长 度 ， 令 由 = 44EL:(a,5): gy| te ws) EP 
Cp 对 了 半 任 童 的 EN!'(a,b) 


in | 全 一 笃 |os 出 (四 ， 


下 而 上 


3 Morley 三 角形 单元 的 定义 为 ， 在 三 角形 前 雇 点 上 
给 应 数值 ， 在 各 边 中 点 给 法 向 微 亏 值 ， 播 值 画 数 为 二 次 多 项 
” 式 ( 震 看 附录 一 ).、 求证 
《a ) 插值 函数 由 节点 值 叭 一 确定 : 
(by le—sillo Ch | ls . 
4. 如果 名 是 多边 形 区 域 ， 只 知道 (4) 的 紧 解 4€ 吾 ;( 9) 
求证 对 于 一 族 止 规 的 前 分 


iim fs —2#lli, oS= 0. 


5， 给 定 一 个 平 而 上 的 四 浪 形 ， 设 顶点 为 Ai(7 8)， 
双 线 性 等 参数 单元 的 插值 隆 数 由 以 下 的 参数 表示 给 出 . 

d= 

tt (lS) 7)+r eT 1). 

y=—=¥11 e+ 7, 
其 中 0 志 £, 守 1， 求 证 

(也 》 在 相 邻 单元 的 公共 边界 上 ，Y 是 连 练 的 : 

《hb 些 性 函 钞 入 俏 毛 保持 不 变 . 

6. 对 于 第 二 莹 问题 32)，({33)， 东 证 

(a) Mage do,), [a—u [nC ng = 
] ,2,3); 

CE) nls SOR? wm |,. 

CO) | uu CR | vl . 


第 中 章 “” 混合 、 杂交 、 非 协调 有 限 元 方法 


31 对 应 于 同一 边 信 问题 的 不 同 变 分 问题 


有 限 元 方法 移 基 本 嘎 想 就 是 将 微分 方程 的 访 值 阿 题 首先 
化 汶 对 应 前 变 分 问题 ， 然 后 进行 离散 人 化， 但 评 ， 同 一 过 值 癌 
题 可 以 对 应 不 同 的 变 分 问题 ， 在 这 一 节 我 们 诗 论 将 微分 方程 
降 阶 以 后 再 化 为 变 分 问题 的 方法 . 


1 1 高 阶 方 和 
我 们 考虑 在 第 二 瘟 $5 中 已 经 讨论 过 的 问题 
[Sf, +€(0.1), (1) 


Cun) (0 = 1) = 1) 0, 
引进 新 前 未 知 函 数 p 一 一 22， 则 ( 1 ) 化 为 
WV, 
1 2 十 二 00， 
UO (0)=ui}= (1)—= 0. 
到 9 €E OCT0,1])，vE CPC0,1)， 与 (2 ) 中 的 方程 和 分界 相生 
在 区 间 (0,1) 上 积分 ， 并 作 分 部 积分 得 


| {PI— Iu T= 0, 
自 


《2 ) 


peiz = 站 Tozz， 
以 上 表达 式 对 于 91(0,1)，vE€ 太 0,1) 也 是 成 立 的 ， 令 


了 


a(p.9)=| pqds ， 


| gu'dr ， 


由 ( 2 )? 苞 吾 解 提 东 是: 求 了 PE 恕 1(0,1)，w E81(0,1), 使 
{7 0 yaoEHi(0,1), (3) 
ep.9)=—(f,v), YEHICO,1Y. 

与 第 二 介 引 的 变 分 问题 【32) 比较 ， 我们 已 经 用 空间 吾 ! 伐 

蒂 了 空间 术 *， 这 对 用 有 限 元 方法 求解 是 极为 方便 的 . 现在 ， 

#0) 二 ww(1) 志 0 是 强制 过 界 欠 性, OO I) 一 0 是 自然 

边界 宗 件 .可 吕 ， 对 于 不 同 的 变 分 种 荡 .强制 边界 茶 件 与 自 

拱 边 办 条件 也 十 可 以 互相 转变 的 . 

我 们 也 可 以 引 浊 定 义 于 (C0,1)9XxBi(0,1) 上 的 二 次 汉 


函 
(9,4)= a +g,o)+{f, b+), 
EHI0,1), YE 如 IO: 
设 {2p ,为 它 的 一 个 驻 点 ， 则 
了 7 (PE 一 0 ， 


泛 冰 了 关于 9 的 偷 币 分 在 (2p ,xz) 点 等 于 
@G( 凡 ,2 十 有 3 和) 
基于 必 的 情 微 分 在 { 攻 2) 贞 等 于 
下 十 [了 全)。 
令 它 们 等 于 零 ， 与 ( 3 ) 式 一 至. 
再 考 弄 问题 


了 了 


TP se PE - 
me pr seh 2 et HP EE a 


-一 了 了， TE(0,1), 
C00 = =)= 0. 

类 位 于 {3)， 可 得 芭 它 的 一 个 胰 解 ， 扩 法 是 : 求 pEVILD.1)， 
十 110,1)， 使 

{2 ygEHi(0,1), 

blip,v)=—(f ,2), YEHI0,1). 

(4) 

这 里 所 有 边界 条 性 都 是 强制 这 界 条 件 ， 赔 样 地 ， 可 以 证 明 
《Pp,0) 就 是 江 防 JC9,8) 在 空间 霸 3(0,1) XxX 如 {0,1) 上 的 一 个 
驻 点 . 


1.2 二 阶 方 程 
我 们 考虑 边 值 间 题 
{A TE 2， 
#9 TED0D. (6) 


引进 新 的 未 知 讽 数 p 一 名-; 出 方程 ( 5 7 化 办 


ri 总 ia ED 
{ ‘ 
7) 
OP _ 
-5 Br EC i. 


了 gE CVE CM)， 与 ( 7) 中 的 方程 分 别 机 磁 ， 关 
于 指标 主 求 和 ， 在 区 或 名 上 各 分， 并 利用 Green 会 式 机 边 经 
条 件 \ 6 ) 得 


| Spgdrr|s 了 三 如 dy 


了 各 


a 


" 
= | qeOSt rt)is, 
ei 


， ~ dps ， 
{+ 5 Be: a ~ | fw. 
以 上 直达 式 对 二 世 冲 1 玫 昌 )，# 工 下 昌 ) 记 是 成 涝 的 . 
P={p.,", Pn), Y=, 2 
ap.q)=| 5 LL 


少 


pq)=| 各 之 0 dr, 


CCG) 一 | So, gCOS(P, Ti)ds. 


RCo) [poes, 


加 CC 6 0,( 7 的 弱 解 提 法 是 求 DPECH 民 BD))?, nu€E L (8). 
鸽 


{PD a), YaE(H'{ dys, 
dt yur€EL 2). 

{ 吕 
这 是 一 个 元 约 京 掏 释 分 问题 ， 边 界 条 性 ( 6 ) 忆 经 成 了 所 然 边 
界 条 性 ， 


对 于 问题 (8 }， 可 以 引进 把 函 
Tqv)= oq, a) tH gq,0)—A(q)—F(o), (9) 


其 中 gq E (HO?，pEL2(D)， 问题 (8 ) 等 价 于 

J Hp.) 0. {10) 
泾 攻 {9 ) 称 为 导 问 题 537,06 对 应 的 Hellinger-Reigss- 
”er 泛 汞 ， 


?9 


se 


or 1 


定理 1 (Feilinger-Reissner 诛 理 】 如 果 z CEO} 


是 问题 ( 5 ) ,( 6 ) 的 古典 解 ， 则 Pd 一- 名-)，x 症 问题 ( 8 ) 的 


弱 解 ， 反 之 ， 如 末了 EQ(t)，9E0(08)，p ,sw 是 问题 { 8 》 
的 弱 解 ， 且 mm E OO)， 则 EO?CB)， 并 昌 4 是 问题 ( 5 》， 
( 6) 的 二 典 浠 ， 

证 明 我 们 只 需 证 明定 理 和 的 后 耐 一半， 由 ( 8) 


| (王仁 + 站 oaz=o， YE LD). 


41 本 


因此 在 8 ) 中 


- OP — 
之 De +f=0.， 


由 于 QC{ 如 YC 呈 区 2)， 上 式 认 CL) 中 成 立 , 任 取 抽 EOCR)， 
由 ( 8 ) 得 


YO: a 
[( Pig yf DT 8 


因此 作为 广义 函数 9 一 了 ,由 ps E01( 避 ) 推 册 wE C3(5)， 


所 以 方程 ( 7 ) 已 在 古典 意义 下 满足 ， 且 4% 满足 方程 ( 5 1 

任 取 一 点 zeE 9B， 适 当 到 i， 使 cos(z,z4) 在 to 的 领域 
内 不 等 于 零 ， 取 gy EC 9)， 并 且 Suppg 站 9 号 包 人 省 在 上 述 
邻 域内 ， 由 ( 8 ) 及 Qireen 公 式 ， 并 利用 方程 ( 7 ) 得 


| CONtP, THs—= 0. 
字 季 


由 91 的 任 音 性 ， 在 68 上 ww 二 4， 证 完 . 
答 易 着 出 ， 对 于 疝 题 (6 ) 人 7) 还 可 以 有 其 它 变 耸 提 法 ， 
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当 取 全 扯 下 2( 导 )]，mEeCe 吕 7， 以 荔 一 种 万 式 使 用 GFreeD 公 
式 ， 可 得 


[5 pigqedz—| SY gd dr 0, 


“Ril rs 


oo 
| = 放 ， Er 2 一 | dt. 

因 蛇 ， 如 时 念 
sp.0)—| Topigrds, 


i=i 


ia 一 一 | 5 gs Ou dz, 
| 


OY, 
{ 6),(7) 的 强人 解 提 法 也 可 以 是 ， 求 PE(L*CDNN"H 以 及 EE 
1 下)，#t so 二 9， 使 

人 0 ， VIECL (HD))", 

bp,v)=—(f,0), yoEHiQ). 《111 
这 时 { 6 是 强制 地界 条 件 ， 对 于 问题 1117， 阿 样 可 以 引进 滋 
函 JQ.V)， 和 并 且 也 可 以 讨论 它 与 古典 边 介 问题 的 二 价 性 . 
此 处 不 再 重复 . 


1.3 ”对 惕 变 分 原理 
我 们 考察 泛 阴 519) 如 果 令 div(qg) 一 Dt 邢 妈 


div :长 天 开局) 一 天 下 昂 ) 是 一 个 有 漠 线 性 委 下 证 坟 值 域 
为 "(2)， 事实 上 [上 ， 和 什 取 了 ELSBY， 作 球 如 ， 使 名 汪 如 .将 
了 在 负 外 延 拓 为 深 ， 共 矿 如 下 的 边 入 问题 

1 一 人 3 一 ， Tt 

\ 0 rE dt. 


i ci bird th En ri bl A er = 


由 第 一 章 83， 存 在 8€ 如 i( 合 ) 门 玉 "《)， 使 
| yo ov gr =| Fatz YoEH:(D). 


FT OT Or 


联 y ECY(C)， 山 广 闵 币 商 的 定 关 笠 


一 At=j. 


在 号 于 会 qi 一 一 上， 则 divrao7 一 了， 令 
1 


P(q) 一 二 co0q,g 一 4Cg)， 


并 且 考 虚 集 合 
S—ipE(H(n))", —divtip)=7}. 
自 第 -… 章 定理 6， 问题 (10) 等 价 于 ; 求 pPE(tH'(98D”. 使 
pes. {12) 
并 且 p 古 泛 隔 在 约束 (12) 之 下 的 驻 点 ， 妈 
Pipgq=0, vaEiHi(Q))* 且 divtgq)= 0. 
(13) 
我 们 证 明 ， 居 不 仪 是 驻 点 ， 而 且 是 最 小 情 点 . 
定理 ? {有 最 小 总 余 能 原理 ) 如 果 sE€0*( 台 ) 是 问题 ( 5 )， 
(6 ) 的 占 典 解 ， 则 了 P 一 (7 =( -名 -) 是 泛 西 P 在 约束 (12) 之 
下 的 最 个 值 点 ， 有 反之 ， 和 如果 fEC(8)，9E0C(08), 了 P 是 泛 
暴 王 庄 约 束 (12) 之 下 的 其 沾 值 点 ， 且 PECCTH))Y"， 则 在 在 


Tr 


we CA 全 1， 合 p= 守 . 基 出 w 可 同 题 (5),(6) 的 占 典 解 
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评 明 ” 当 w€ C2 如 ) 是 吉 典 解 ， 测 定理 1 利 第 一 章 定 至 
8， 人参 湾 晤 712),(C13)， 我 们 证 角力 是 最 小 值 点 . 
任 取 r 扬 仿 ， 则 有 
Ftry—Ftp) 


ee 


aT.) Gr) — 记 a(p,p) 十 各 1 六) 


=ap,r—p)— rp} 十 地 站 了) 


一 -el 六 一 ,六 一 直 ) 阅 明 


这 


反之， 设 PELO'ILB))* 是 最 个 值 点 ， 开 向 第 - 章 82， 让 
是 问 古 .12),(13) 的 解 .， 由 第 一 章 定 理 6 ， 存 在 aE€ 天 (避让 
合 思 ,是 问题 (10) 的 和 解 ， 由 定理 1 ，a E00*(9}， 并 Hs 种 问 
题 ( 5 ),( 6 的 吉 和 典 解 ， 证 完 . 

通 划 上 肾 小 总 余 能 原理 称 为 最 小 势能 原理 的 对 侦 变 分 原 
理 . 


1.4 空间 H(div, 2) 


现 让 ， 让 我 们 烛 略 李 疯 察 以 上 各 弱 解 的 让 在 性 ， 为 确定 
和 起见 ， 证 区 域 尽 的 边界 9 已 注 正 LiIPSchityz 条 任 ,了 ELI(Q). 
并 有 卫 存 相 woE 吾 :民品 )， 使 joo 二 9. 

问题 届 ) 的 弱 解 是 存 谋 的 ， 因 为 已 知 第 一 章 问 题 日 1) 在 


在 弱 解 下 后 瑟 开刀 ). 令 p= 由 六. 到 就 是 011) 的 解 . 
问题 : 8 } 则 不然 ， 设 大.z 赴 (8 的 解 ， 起 ECSUQ), 
六 , 

令 9 一 27， 由 市 


生 包 


i 


A 
】 PE 二 | 29， 主 全 一 蜂 
贞 广 区 徽 商 前 定 习 
_ 人 | op -Ar I 一 
| ,3 名 人 十 二 0 ， 


于 是 "ruE (6 1=2)， 即 xE€ 如 8)， 们 是 忽 们 从 
第 - - 齐 33 的 附注 中 已 经 知道 , 在 更 强 前 条 件 下 才能 使 
4 和 二 号 )， 即 . - 般 而 言 问题 (8 )》 的 解 不 一 定 存 在 . 

为 了 保证 有 家 ”我们 区 卜 1 8 J 如 果 a 于 1(09) 


是 第 -一半 问 是 避让 约 仍 ”名 多. 二 Sy 满足 
| PE 2 =| fodr., YrEHiCQ). 
即 症 广 芯 微 商 意义 下 
dp 
之 r= —ftL{(n). 
引进 空间 
Hidiv. = {pe Lo) ~ SE cre, 
是 拱 贞 山下 的 迹 分 问题， 并 pEHldiv, BB}，nEL?*1Q), 合 
人 yaqaEHt{div: Dy, 
bp. v=Fiy), vuEL (DH). 


(14) 
需要 注 半 的 是 ， 当 PEH(div，8)，P 在 9 名 上 的 迹 要 
重新 定 父 ， 可 以 证 明 问 题 11d4) 的 解 前 存在 唯一 性 ， 这 汰 要 用 
到 下 面 将 要 讲 到 的 Bahbhuasia-BTezzig 理 论 . 
恨 据 回 料 可 由 ， 问 题 届 2) ,在 引 中 的 室 隔 ( 囊 182))" 志 构 
疏 尖 div， 时 ). 
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$2 ”混合 有 限 元 方法 

用 有 限 元 方法 求解 恋 分 问题 (3 ), (4),(8),(11) 时 ,未 
知 酒 数 除 了 za 以 外 .还 有 P 《或 8;)， 这 样 间 有限 元 方法 穆 为 
混合 有 限 元 方法 . 

上 述 变 分 问题 的 扫 象 提 法 是 设 半 ,了 为 Hilbert 空 间 ， 
(p94) 是 苹 x 攻 上 的 有 界 双 线性 泛 卫 ，8(9.8) 是 这 xX 了 上 的 
有 和 界 双 线性 沪 范 ，G(9) 是 世上 的 有 界线 性 江 男 ， 四 (2 是 革 
上 的 有 界线 性 沁 汞 ， 求 7E 革 ，wE 了 . 使 

aip, 9 +o(g, 4) = G9). YE 
Lee op). YoEP. (15) 

它 的 有 限 元 近似 的 质 傅 提 法 是 : 取 玉 的 有 限 维 子 空 间 

五 ,了 的 有 了 痕 维 子 空间 7 了，， 求 Ps 及，， 2 有 了 xs， 恒 


人， YE 有,, (16) 
plps, 2)}= Fiv), Yt,. 


在 ,中 取 一 组 基色 ， :rw 在 三 ;中 取 一 :组 基 pi 
令 


Nm 时 

2i;= > PiPs, q= > I:9s, 
1=1 i=l 
疝 : 

Hs 一 > nn, 划一 > 2 
"ml 一 


代入 (1 得- 


SY pd oP POE SaumbtP,, Pn) 


下 上 一 


一 > dP ), 
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De He Pah chi ht es 


池 下 ” 野 
Pv PCD) BT a (pre). 
-9 
区 件 部 性 得 


1 PIH Funb(lP. pn}= (PP), 


呀 严 二 


io 
pyb( py, po)== FY,) ’ 一 1 
令 
Ti), Pa 一 中 的; Bn), 
人 一 个 (的 fe= 人 Rp , 
| 好 1 HH b,) 机 bln 
4 一 ，- | B= ee | 
1 ym > by) * bya 3 
六， 1 
p~| : | ua 一 | : 
Pw 和 妓 调 
9 4， 
上 一 | : ) 7 一 | ) 
nw ; 、 fu Fp 
则 订 民 用 甜 阵 典 式 将 以 上 代数 方程 组 写成 
i (17) 
rp=f. 


天 有 是 唐 诈 秆 库 涤 + 
四 一 妆 EBu) EE 


| 


代入 方程 《17]) ， 消 去 未 和 二 办 得 
万 7 4 ':Bu=B’ .1-'g—f£. (18) 
下 面 我 们 对 具体 问题 作 一 - 些 计 论 . 
对 于 条 题 3》 ， 人 先前 分 0 二 2 之 号 Y 一 1 取 
(m1 TY1) ， 
XA={uEOCU0,1]) 1 ts, EFI(D:) 
(1 一 1， 也 ) }， 
了 5 一 人 人 和 UO}=u( 1 )= 0}. 
这 时 入 == 工 十 1 ， 兰 二 上 一 上， 多: 与 和 是 同样 的 函数 (i 二 0. 
工 除 外 】. 
对 于 问题 (8)，( 于 1 8))” 的 子 空间 访 , 可 以 这 样 取 ， 
千 取 吾 1 玉 人】 的 有 限 浴 子 空间 六 ;,， 然 后 令 
及 :一 (FV,)". 
这 时 苦 , 锯 是 《 豆 和 BB) "的 有 有限 维 了 到 间 ， 人 也 其 
Hldiv, 01 
的 有 限 纹 子 空间 ， 工 *( 愉 ) 的 子 空间 了 ;的 取 法 很 多 ,向 如 可 以 
仿 了 ,中 的 上 数 在 每 个 单元 上 下 一 个 常数 但 ,好 
Yi {EDR yo EP le= ,2,.)}, 
鞭 中 如, 才 示 单元 ， 
BMP, ， PE 表示 玉 ; 的 一 组 其, 则 六 ,中 的 基 辐 数 共 # 革 
个 ， 它 拉 囊 以 排 成 如 下 的 了 行 # 列 表 . 


PP, 0 0 
0 ) 

:i so 

0 0 人， 
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se pn rc enh be rsh hy et Nad nh ee i 


逢 阵 4 和 召 可 以 写 碟 块 状 
人 :BI = Bl 
4 一 Ce B= | | 
al Br, -到 
其 中 下 为 ?了 阶 蛙 术 库 ， 
oi | PPids, 


mek OF gs 


| 907, | 


也 :一 | | 
| mn op， 及 

对 于 这 个 问题 ， 空 间 羡 ，， 也 诺 访 起 样 到 ?这 是 一 个 较为 
复生 的 癌 题 ， 关于 它 的 讨论 已 经 超出 了 奋 书 的 范 坪 . 

混合 有 有限 元 方法 的 入 点 是 : 第 一 ， 它 可 以 使 方程 降 阶 ， 
和 半 册 十 高 阶 方 程 ， 第 二 ， 它 在 求 出 # 的 同时 还 求 出 了 Pp， 闪 力 
学 中 ，7 往 往 才 示 应 力 , 写 是 重要 的 未 知 量 。， 旭 用 通常 的 有 洪 
元 方法 ， 必 须 求 出 4 以 尼 , 再 作 一 次 第 人 秀 ， 这样 会 陈 低 精度 ; 
过 ， 通常 的 有 限 元 方法 的 解 一 般 山 小 ， 混 人 台 有 限 元 方法 则 
设 有 这 个 系统 误 总 . 

混合 有 际 元 方法 的 缺点 是 ， 党 一 ， 方 程 复 杂 ， 引 进 新 变 
8 


量 以 后 ， 代 数 方 程 组 变 得 更 厦大 了 ， 第 二 ,两 个 荆 间 时 s 与 主 ， 
的 匹配 很 不 容易 ,如 诸 用 不 当 ,会 导致 精度 降低 , 艾 至 不 收 贡 ， 


S 基于 余 能 原理 药 杂 谤 有 限 元 方法 


第 83 ，84 中 的 变 分 犀 理 涉及 非 正 此 数 次 Cop6oTeBa 室 问 ， 
关 王 它 的 讨论 已 多 直 出 了 本 尿 的 范围 ，、 因 此 在 这 两 节 中 我 们 
采用 不 很 严格 航 毅 述 方法 . 

涤 交 有 了 有限 元 方法 与 避 常 的 有 了 恨 元 方法 汐 一 个 区 别 十 ， 通 
常 的 有 有限 元 方法 的 变 分 原理 与 剖 分 无 其 ， 作 浏 壬 只 是 为 了 3 
进 有 限 维 子 空间 ， 侧 杂交 有 有限 元 方法 的 变 分 诛 理 与 前 分 有 
关 . 

考虑 问题 〈12),(13) ， 我 们 将 区 或 只 齐 分 成 单元 品 ，， 
如 它们 不 一 定 是 三 角形 ， 而 可 以 是 边界 
耸 块 光滑 的 任何 形状 的 子 区 域 . 

现 焉 我 们 “放松 ”和 条件 (12) ， 仅 要 求 症 每 个 单元 上 
PEBH(div，Q.) ,并且 一 div(p) 一 f， 我 们 然后 者 罕 对 于 
力 还 应 该 加 什么 补充 条 件 ， 才能 局 pE (div， 8) 而 且 
在 区 域 吕 上 满足 一 div(p) 二 了 . 

设 有 商 个 相 邻 单 施 ， 不 妨 设 它们 是 如 1 与 如 ; .公共 边民 是 


"Op, 
站 汕 


任 陪 多?)， 由 Qreen 公 忒 得 


SD = ;UD U3, 仿 v= 则 g 定 六 于 全 1 UU 只，. 


| ?TT 
a 
I },. Pi £1 tH ee [FP; PeoOsCy, Ii)ds, 
i rl1 
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rl i et  、- 
i Cn TT 


其 中 sv 吾 示 避 ,的 外 法 向 ，[81] 表 示 函 数 pi: 在 六 上 的 路 度 ， 


邹 [pl ~limp(6)— limpie) . 
FED 上 只 2 
因此 
[ v9ds=—— |, DS 之 ? Se rp 
的 元 和 分 必要 每 件 是 
> [psleos(tr, #1)=—0 ‘19) 
在 仿 上 几乎 外 外 成 立 . 


将 《19) 式 看 作 约 束 ， 在 务 单 元 的 边界 引进 vz 作为 Lag- 
range 莱 子 ， 我 们 就 西 忆 将 问题 C12》,，(13) 化 为 媳 下 的 
等 价 问题 ,在 约束 


> StF=0, rEQ., e=1,",M, (20) 


之 下 求 涝 困 
Ed, ”) 


=- 芝 | 了 qa -| > VCOR(CY, zds| 


(22) 

的 驻 点 ， 其 中 $s 表示 种 单元 的 外 法 问 . 在 党 单元 前 边界 上 的 积 

俘 中 .9 理解 为 日 oe 上 上 前世 数 9; 在 9。 上 的 迹 ， 对 于 问题 (5 )， 
《6) ， 变 分 问题 (20) 一 {22) 有 叫 称 为 变形 的 余 能 原理 . 

以 人， 加) 表示 工 述 回 题 的 驻 点 :我们 试看 它 与 原 问 题 

的 解 痢 关系 是 什么 ~ 为 此 ， 我 们 在 这 虑 《22) 中 对 应 十 约束 
(20) 绸 引进 一 个 LagTange 乘 卫 上 ， 香 到 一 个 新 的 泛 晃 
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{wm. gq, 9) 


-EH Be (St or 


Sancost a) 


这 时， 约束 只 测 下 了 (C21) ， 以 (242， 四， ) 表示 驻 点 ， 了 到 
人 ECECB)， 作为 @ 的 红 避 ， 册 有 


| 
| pps + Br. Ho 0 ， 


由 ?的 任意 性 得 pr 一 -5 ， 侍 以 9 作为 @ 的 增 量 得 


[人 


由 多 的 任意 性 得 
E+f=0. 
因此 在 每 个 单元 内 %， p 为 《7 了 7) 的 解 ， 联 PEO*(5.) 作为 
| 4r 的 增 量 ， 虽 有 
|。 Pipe 十 ,Se udz — | Pwcosts ,Jas= 0 ， 


用 Green 公 式 , 并 利用 p= 得 


| (PCOS(P, Td8o= 0. 


取 # 一 1 ，…,#, 并 利用 多 的 任意 性 得 
半 二 机， 忘 所 ds, 


$Y 


于 是 吧 吉 是 2 在 和 许 元 这 界 于 网 简 ， 丰 9 呈 [， 夫 (21)， 妇 二 三 . 
考虑 其 于 (20) 一 (22》 的 骨髓 元 方法 ”在 每 个 尝 和 东 从 。 
工 ， 设 和 4 的 和 1 寺 弄 六 并 设 基 国 姓 为 Ps, 则 有 


人 + 一 > 在 1 7 的 ia， 他 地。 


ieri 


要 求 9i 满 足 《20》， 则 存 每 个 单元 内 9 和 的 和 白 击 度 为 


六 = 一 > Ni 一 1 . 


要 求 z 满 是 (21)， 这 样 就 可 以 将 以 上 半 分 问题 化 成 形 如 {17) 
的 代数 方程 组 . 读 老 可 以 自己 把 它 写 违 求 .我们 只 指 出 一 点 : 
窍 阵 4 可 以 表 成 对 前 形 


Ay 


其 中 子 年 阵 4 是 me 阶 的 方 阵 ， 对 应 于 单元 妇 。 如 果 每 个 4。 

都 可 逆 ， 铀 求 4 的 道 矩阵 问题 可 以 化 为 低 阶 短 阵 的 求 道 问 

题 ， 求 电 4。 的 道 天 阵 后 ， 沿 (8》 可 以 消去 Pp。 这 种 性 质 称 

为 变量 加 可 以 在 "单元 水 平 " 上 消去 ， 即 在 形成 总 敬 度 和 隆 以 

前 ,在 形成 单元 刚度 算 阵 时 外 可 消去 如 .这 样 做 使 代数 方程 组 
-Fp 


的 阶 数 可 以 大 为 降低 ， 
杂交 有 限 元 方法 的 货 氮 点 与 混合 有 限 元 方法 类 似 ， 此 人 处 
不 骨 恒 复 . 


$4 基于 景 小 势能 原理 的 杂交 有 有限 元 方法 


考虑 问题 
一 上 2 一 了 了， En, 
| (23) 
好 一 站 ， Fe 


iar ou 
J 12 一 |,=( FE 


在 第 --- 章 中 我 们 已 经 定义 《23) 前 能 解 是 泛 通 〔24) 在 空间 
号 民 台 中 的 和 最 小 值 点 

绷 33 一 - 杜 将 区 域名 作 庆 分 ,然后 , “放松 "条 人 性 wE Hi( 虽 ). 
只 费 求 &E 下 ofe 一 1， 司 :型 ) ， 由 第 --: 章 的 习 秽 4 
为 便 YE 吾 六 后 ) 只 朗 补 元 规定 2 1 so 二 9 利 f[]= 二 6 虐 够 


) zz 一 | Faaz (24) 


a 
x 对 应 于 这 些 条 件 ， 引 进 定义 于 8s 上 [I Lagrange 


还 子 4， 首 先 . 在 凯 53986 的 每 一 边 上 确定 一 个 法 向 sz 按 


俯 个 方向 ， 者 定 # 隐 全 在? 指向 的 一 俩 为 如 , 避 一 科 为 # . 
[3 一 下 一 此 在 号 之 外 设 #=0 使 [2 在 条 -- 边 芋 融 有 音 
六 ”考虑 入 阴 ， 


-| ，,, | Lajds 一 | ud (25) 


小 《uw，4) 为 泛 函 〔25) 揭 驻 点 ， 昌 充分 光滑 ， 罕 易 看 
出 在 每 个 单元 内 #4 满足 方程 
— Ax 二 ff. (26) 
任 陪 单元 名。 在 39s 疝 各 段 进 给 二 法 河 可 能 指 身 证 部 也 可 能 
指 则 应 部 ， 帮 蛮 定 起 大， 我 们 骸 设 ?都 非 柯 外 部 ， 取 # 的 增 量 
人 CC 则 站 


dE oF _ 
|， 人 OT OL, fr | J Avds | frar= 0 
利用 Green 公式 得 


-| saAwaz 十 | ES COS(S, zi)vis 
也。 cE ~ OX 


-| 山 血 好生 -| fdrt= 0, 
而 口 - n 


利用 方程 26》 和 和 # 的 任意 性 .我 们 得 


Ou , a 
1 一 一 num . 一 一 
4.= 之 57 COS(P, x,) FE 


妓 / 汇 % 在 单元 过 界 革 漆 确 宝 法 向 的 微 商 . 
蝎 在 梅 舍 对 应 于 《25》 的 有 了 腿 元 方法 ， 在 每 个 单元 上 令 


a 
划一 > dja Pes 
= 1 


在 _j16B。 上 令 
”时 1 


昌 44 


钙 
由 一 > 站 
fei 


就 可 以 化 成 形 如 【17)》 的 代数 方程 组 . 
下 商讨 论 一 个 特 浆 情形 ， 访 号 为 平面 直 移 袍 边 形 区 域 . 
已 经 曾 分 成 二 骨 形 由 元 ,在 每 个 于 元 肉 取 # 是 宇 个 自由 度 的 完 
全 一 次 多 项 式 
一 如 十 放生 十 人 多 ， 
Eli ,. fo, wt, fn 表示 所 有 宇 角 形 的 边 ， 在 每 边 上 取 % 等 于 
一 个 常数 ， 仿 
WE 0) 二 | 和民 (ND.) 
(et 4 
离散 化 以 后 的 问题 就 是 ， 求 2E 不 。 以 及 常数 总， 


， 他 中 du Av 
S| ( Br OF +t dy Oy Jazdy 


-Es), ivlds—) vdrdy 0 YrEW,, 
下 


《271 
| [wjas=0,. j=1, ,NWN. (28) 
现在 
各 兰 - 人 > 也 一 > pt 
= 1 
其 中 人 |= 1 镶 ,。 一 站 ， a=， 
(27} 趟 中 的 第 : 虎 3 
“4 .jax 
之 | no) 
98 


册 大 
= > > 站 +f rmtias 


可 


_ OP OPsie | OPye OPre 
or Fe 十 By oy Jaxdy. 


他 146 好 ze se 
本, 二 ye are 全 ge | ， 


‘sis 


过 一 4 


Aw 
Ht i 
入 一人 入] ，… ， 和 ww 7， 
则 方程 组 (27), (28) 后 可 以 写成 
Auw++ BAS=f, 
“证 一 站 
这 条 和 | 孜 呈 与 向 量子 隐 其 体形 式 战 不 号 了 兰 时 算得 
0 0 0 
d= meastel 0 1 0 】 
| 0 0 1 
所 以 4 是 不 证 道 的 宗 诈 ”不作 化 为 方程 组 (18Y . 
本 坟 用 动人 下 方法 求解 ， 当 三 是 内部 边 办 时， 方程 【28) 
天 和 


96 


一 '- 一 -一 ---- 一 -一 一 一 -~ 


| His -| w_ds. (29} 
了 1 ?i 


以 如 ,表示 了 的 中 点 ， 网 《29] 与 条 性 
中 (总 让 一 在 -对 7 
等 价 ， 当 站 在 奖 域 边界 9 昌 8 上， 方程 (28) 就 是 


|, vis=0 
它 的 充分 必要 条 件 是 #(@7) 二 0。 因此， 如 时 令 
Va={uEL(0), gao, EPI(DQs) (= 1, », NM) 
4 在 总, 点 连续 《jy 一 1，…， 必 ) 
WOE dR, ¥* (O41)= 0}, 


划 玉 是 瑟 ,的 子 空 间 ,4 满 足 (28) 的 充分 必要 条 件 就 是 u EF，. 
在 (27) 式 中 首先 取 vEF，， 这 时 第 二 项 等 于 零 ， 我 们 得 

: du oe dt 
=], ( oz a7 1 oy dy jasag 


一 | fvirady, YoEV, {30Y) 


形式 上 ， 方程 (30) 与 第 二 章 的 方程 《3 ) 没有 区 别 . 
但 是 ， 实 际 上 它们 是 不 同 的 , 现在 VF; 不 是 豆 i{ 妨 ) 的 子 空间 . 
凡是 有 限 元 方法 的 空间 不 是 原 空 间 的 子 空间 的 情形 ， 这 种 有 
限 元 方法 就 称 为 是 一 种 非 协调 有 有 限 元 方法 ， 我 们 将 和 在 下 面 几 
节 讨 论 这 种 方法 . 

解 出 方程 《303 中 的 未 敌 量 x 以 后 ,将 它 代入 方程 (27) 
就 可 己 求 解 和 4/， 方 程 组 (27), (28) 的 解 是 下 在 唯一 的 ， 我 们 
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将 它 的 证 胡 留 作 习 题 . 
$5 非 协 调 有 了 跟 元 方法 


5. 1 二 阶 方 程 
我 们 在 上 一 共 忆 如 对 问题 (23) 给 了 :项 搓 协调 有 限 元 
方 让 现在， 拓 广 为 非 章 次 近 民 条件 ， 我 们 重 述 如 下 ， 
痊 蕴 问题 
人 (x%, #)E ND, 
Uy, (x. ¥)EON. 
每 第 二 章 $ 1 一 样 作 三 角 箭 浏 劳 ,记名 边 中 点 作为 节点 ， 记 作 
时 ，…， 如 xx， 三 角形 单元 记 作 印 | ，…， 妥 ， 定 义 空间 
Vi=4ELi 9).u|o EP (Qe)(e= 1. 有) 
在 久 y 岂 连 (Ij 一 |, 入) 
Vs—{u 人 EF OEDR, ule)= 0}, 
这 样 得 到 的 六 不 丰县 7 下 昌 1 的 子 空 辐 ， 站 第 二 章 3 1 中 定义 的 
双 线 性 泛 国 4，9) 在 ,下 它 失 去 意义 ， 我 们 用 壬 一 种 双 线 
性 泛 函 代替 它 ， 


< Hu ov OY dv 
galw, "= |, ( or dort oy Dy) ey, 


(31Y 


(32) 
并 且 仿 
pOo)=| fvaxdy. 《33》 
然后 讨论 一 个 大 限 元 方法 的 提 法 ， 求 EF。，， 信 
dan da 0D)=F (vv) ; YUEV,o, 
| z (34) 
ui) = Ys) , YH 0 与， 


本 以 署 出 , (34) 号 党 二 章 《5),《7) 的 只 一 个 司 之 处 
就 在 于 六 不 上 在 召 ! (C8) 的 子 空间 ， 因为， 只 要 六 是 区) 
的 于 空间 ， 款 有 

Fa, PIE—ou. PY . YAPEV,. 

(34) 称 为 问题 43I) 的 -个 非 协调 有 限 元 格式 .与 之 对 
应 地 ， 第 二 章 中 讨论 的 在 限 元 格式 称 为 四 调 丰 限 元 格式 . 

在 VW,。 中 令 


1 


La (Bili,. ) 。 (35) 


容易 午 卓 ， 它 是 一 个 半 范 数 ， 不仅 邵 此 ， 当 84， 二 0， 则 
[zi oo 一 0， 施 在 每 个 三 角形 单元 上 4# 是 一 个 第 数 , 又 因为 9 
在 节点 上 连续 ， 在 边界 节点 上 等 于 零 , 所 以 & 只 能 在 每 个 单元 
上 等 于 零 . 于 基 上 上: 1 xz 是 一 个 范 数 .在 此 范 数 下 .so 是 一 
个 开 计 bert2s 间 ， 用 Sechwarz 不 等 式 得 

[lasCu, SME 
因 寺 a 是 Yao 上 的 有 界 台 如 性 江 了 区 . 

我 们 证 明 亨 程 织 (34} 的 解 的 存在 唯一 性 ， 设 &; 对 应 了 音 

次 代数 方程 组 的 人 秘 ， 刚 

Unt Ws, 2 一 中 . 吓人 区， 

(oy 1 ， ¥ OE dR. 
因 地 waEVso， 联 2 二 ws， 得 和 &a 上 bs 二 0 所 以 ar 二 0， 方程 
组 (34) 有 唯一 解 . 

位 ParI 一 1 ，2，37 表示 每 个 单元 上 的 面积 紫 标 ， 
现在 的 手 信 站 两 世 识 是 1 一 2 和 包 ， 人 入 第 二 党 § 1 一 样 ,可 以 算 
出 单元 刚度 矩阵 为 

Fy | 下 | BTB. 
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J 
ee ee EH Pr A re i hh be 


由 (34) 穿 易 和 导 册 烛 诺 和 的 代数 方程 加 ， 


5.， 2 了 辐 阶 市 理 


我 们 考 三 辣 题 
入 “下 一 于， {x, #) EC 9, 
| Ou ‘36) 
= HO. (EY) EdY. 


它 的 物理 背景 是 剖 性 医 板 的 弯 上 .我们 首先 给 出 它 的 弱 解 形 
式 ， 设 EOC)， 任 取 Y ECY( 如 ) ， 与 方程 相 汪 ,并 在 区 
域 吕 上 积分 得 


vA ey 一 | fvuaray. 
"ui 0D 


浊 一 步 利用 避 reen 公 式 ， 使 式 中 2 的 微 商 虹 高 为 二 阶 . 显然 。 
对 混合 敌 商 处 理 不 税 ， 得 出 的 家 达 式 也 不 同 ， 按 照 问 题 的 物 
理 符 认 ， 我 们 作 如 下 处 理 : 


| 加 世 了 
| 


A /on ou, ,07 Pi 
-| Ea Te Ss ) + 2 2 一 0 


加 “下 和 _ jy 2 
-| {Sa 十 如 5 5 t2(C1 -0 ry ard 


a 中 9 人 9 


= 人 
其 中 0 1A2， 它 现 是 材 灯 的 Doisson 出 . 
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OC 和 2) 在 吾 }( 全 ) 中 秽 窒 ， 所 有 边界 条 件 都 是 强制 边 乔 
条 件 ， 弱 和 解 的 提 法 六， 求 &E 瑟 民品 ) ,使 
ou, I=f, v), YenHaAn). 
下 发 号) 的 有 康 维 子 空 间 的 构造 比较 复杂 .我 们 现在 考 谍 
非 协 调 有 限 元 方法 .对 于 上 一 段 中 的 三 伸 撒 谢 分 ， 记 三 角形 
的 项 点 海 ，,，*…， 及 x， 各 边 中 点 为 信 , ，…， 六 xc， 它们 都 是 
他 点 ， 作 子 空 间 


Pa 一 [zcZ2B) ;#1|o, EP Qe) (e= 1, ,M), 
4 在 4 点 连续 (i 二 1， …，NW); 当 Q,€9， 

du, ) 如 【她 ，》 
(人 

其 中 -二 表示 外 法 向 微 商 ， 与 9; 相 邻 的 单元 有 两 个 , 分 别 包 

下 标 士 与 一 妻 未 关于 这 两 个 单元 的 外 法 向 微 商 ， 这 种 在 三 角 

形 项 点 上 给 出 插值 范 数 值 ， 在 各 边 中 点 给 出 外 法 向 征 商 的 音 

元 称 为 人 Morley 单 元 《和 贿 看 附录 一 } . 今 


Vao={r EVs: MAEdR, Ar)= 0 


PA 
当 人 | 亡 间 昌 ， Tr = 0 } 


PE] 和 2 
-| {G+ + 0 7 


dn 07g 
er oro 


+ 


十 27 1 一 各) 一 一 一 一 


i By 六 jazz 
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CT i be 


就 可 玉 给 用 一 个 非 拒 : 及 2EPao, 使 


理财 各， YG. vn), veeV,o. (37) 
令 a a 1 
则 由 
On Oo On 
(9 十 0 9 (zdy ) 
1 让 DO 
+( 03 7 tay: Joys 


na 7) -0)(G ) 


守 0 (1781 
可 知 ，f ;其 一 个 淮 范 末 ， 中 奸 ， 尖 1 二 0， 由 (3;) 
式 ， 在 每 个 单元 上 .4 是 线性 函数 ， 对 于 两 个 相 名 单元 ,由 连 变 
性 条 件 ，# 太 其 一 队 微 宙 在 公共 梁 界 上 世 连 续 ， 所 妃 如 在 如 
上 是 级 性 函数 .手册 边界 签 忻 得 gu 二 0. 记 以 :1 上; 是 一 个 
范 数 ， 在 此 范 数 下 ,， ,so 是 一 个 晶 计 bert 空 间 . 

与 上 上 一段 一 样 ， 可 以 证 明 方 程 (37) 有 唯一 解 . 

从 这 个 重子 可 以 填 出 ， 条 协 调 有 限 元 方法 比 协 调 有 限 元 
方法 有 更 大 的 灵活 性 ， 与 此 同村 ， 它 的 收 雍 性 加 题 比 内 调 硝 
限 无 语法 的 监 仇 性 问题 复杂 很 案 .， 我 们 将 在 下 面 两 节 讨 论 收 
证 性 问题 . 


$6 分 片 检 验 


在 定 三 塞 中 我 们 已 经 放 明了， 只 妥当 网 稻 参 数 有 A 趋 于 零 
时 ， 捅 仁 丰 数 能 收 化 于 解 ， 哮 末 寓 贺 型 方程 的 协调 有 限 元 方 
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法 就 一 定 是 收 敏 的 ， 与 此 档 反 ， 混合， 杂交 、， 非 协调 有 女 元 
方法 不 具有 这 个 性 质 质 . 有 -一些 各 元 共 赤 而 看 来 彼 册 让 类 做 的 ， 
然而 计算 的 纤 果 表明 ， 有 些 收 和 俩 ， 有 坚 却 丰收 敏 ， 

65 人 第，Tocher 和 和 Kapur 用 入 dini 算 形 单 泡 《 参 土 孜 
录 一 】 作 试验 ， 计 算 弹 竹 注 板 的 帝 曲 问题 ,发 再 误 闫 在 0,3 饭 
以 内 .过 了 几 个 月 ，Bazeley, Cheung, jrons, Zien- 
kiewicz 用 记 谢 的 Zienkiewicz 三 角形 单元 (参看 内 录 一 -) 
作 试 验 ， 计 算 芍 也 十 维 人 性 落 酸 的 弯曲 问题 ， 作 为 比较 ， 还 月 
协调 单元 求解 ， 有 发 现 洁 常 曲 率 解 《 芭 解 为 二 次 多 项 式 ) 用 协 
油 有 限 元 方法 可 以 得 出 煌 饥 解 ， 而 使 用 Zienkiewicz 单元 
时 ,只 有 当 所 有 三 角形 半 元 的 三 过 都 平行 于 三 条 已 知 直线 时 ， 
求 出 的 却 是 精确 解 ， 否 则 上 填 率 前 误差 可 这 29 驳 . 

对 于 充分 光滑 的 解 ， 当 将 区 威 剂 分 得 充分 细 以 后 ， 总 可 
以 认为 每 一 小 片 都 近似 于 - -个 常 出 率 艇 ， 因 此 ， 当 一 个 韭 境 
调 有 限 元 方法 对 于 党 向 率 佣 能 得 到 铺 确 能 时 ， 可 以 期 望 ， 对 
于 一 般 前 解 ， 它 也 能 够 得 竺 较 好 昭 近 和 似 ， 于 是 产生 了 所 谓 
分 片 检验 ”方法 , 即 对 于 2 m 阶 方程, 当 解 是 得 次 移 项 起 时 ， 
以 有 限 元 广 法 的 解 是 否 与 精确 解 料 等 作为 判 中 准 吊 ， 

值得 注意 的 是 ， 只 于 在 每 个 单元 上 当 #EP,( 8  ， 丘 
信 栈 数 能 满足 8xT 一 和 ， 那 么 廊 调 府 限 二 方法 总 是 可 以 证 注 当 
片 检验 的 ， 大 为 这 时 当 # 盛 Rt( 如 ) ,六 中 联 4 的 插值 函数 作 
为 Bz， 由 第 三 章 和 定理 1 ,上 vu 一 un1 is 二 0， His = , 

Strang 在 1972 年 “证明 ”了 和 分 片 检验 方 党 是 收敛 的 讽 
分 必要 条 件 ， 可 情 , 他 的 证 明 古 千 谋 的 ， 以 后 数学 家 们 给 出 
了 了 一些 育 例 ,说 遇 分 片 检 验 既 不 是 充分 条 件 也 不 是 必要 条 件 ， 

有 趟 的 外 ， 分 片 检 验 六 法 对 于 常用 的 单元 都 给 出 了 正确 
的 回答 . 于 是 ， 这 个 有 争议 的 方法 至 今 仍 在 流行 着 . 
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下 面 我 们 举 合 说 明 . 
例 1 考虑 方程 


-一 上 2 一 0， 
并 联 $5 中 的 三 角形 单元 ， 设 区 域 加 的 子 区 域 叶 "出 一 些 单 元 
组 成 ， 令 . 
Pi | ($2 Oe 4- Se)ardy, 


PCO JD 


OL OT dy Oy 


并 且 设 &EP,(B'}， 我 们 考察 
是 否 x 也 是 有 限 元 方法 的 解 ， 
革 ) 


a P=0., ¥ Pi, 

《39 ) 

其 中 名 ,是 与 如" 内 部 一 个 节点 
意 : 对 应 的 基 函 数 ， 


不 妨 设 节点 龟 ; 的 两 个 相信 
尝 汪 大 号 与 生 , (图 17Y， 则 名 i 
图 7 的 支 系 为 1 昌 ， ， 由 心 reen 


如 全， 提要 


_ Da dP , Ou dP, 
=| . we dr Tt oy dy 5 六 jaz dy 


OW 
-| jr Ps + 20, Su Pts, 


其 中 7 分别 是 关 王 如 ,与 如; 的 外 法 线 方 向. 
对 于 4C 边 ， 以 号 :一 锁 为 正 ， 只 。 - 侧 为 负 ， 则 有 


i104 


ul 
并 _ 7 1 一 也 
他 《年 ， Pr) -| ,5 - Pt 1 + 从 出 于 3 
uu | Ou 
,Br Ps +| By mids 


可 各) eo. 各 09} 


在 48 边 上 ,在 中 点 等 于 堆 ， 且 为 线性 , -全 一 为 常数 ， 所 以 
积分 等 于 零 ， 在 BC，CP， 了 4 边 上 也 一 样 ， 在 4C 边 上 


(2).——()., 


390 二 (099- 


= {9.9} 


它 的 积分 也 等 于 零 ， 于 是 〔39) 式 成 立 、 上 述 计算 说 明 这 种 
三 角形 单元 通过 了 性 片 答 验 . . 


因此 


§7 非 氛 洞 有 昭和 元 方法 的 收 语 性 
定理 3 (人 Strans) 设 与 FF 六 Hiibert 空 间 、# ETF， 
weEVF， 4 是 可 十 问题 的 绍 ， 
dsCUs rv) = FD), YUEF,, 
其 中 下 是 Fr 上 的 线性 泛 两 ，32 为 7 十 上 上 的 站 如 性 泛 郴 ， 
谱 站 为 六 十 了 上 欧 薄 煞 ， 在 在 背 如 且 与 cn， 使 
nu 2 [Ell , Yer,. 
oa oalla helas, YE 十 了 
10% 


风 存 在 只 依赖 于 以 ，a 前 常数 0， 全 
uw < C( inf yenlh 


| 可 一 下 


十 SUD 一 一 一 一 一 - 2 ). 4A0 
oe, i sl i (40) 
时 


证 归 ”和 任 取 5 全 FF,， 则 有 有 
alls s— vall: 
RAN 
= OE) FP A DA). 
lls — valls ae0, 
好 ls 一 valls 
< My — vl 十 [lant wa On) Ua — Va) | 


(a— 2s 


< Wo—vals + sup Nas(w Wn)— F(t) 
二 i dls 
人 


以 上 兰 达 式 对 于 i! 一 24s==0 情 后 志 是 成 立 的 .由 三 骨 不 等 
式 得 
a — lds 
| 一 2 alls -x — slls 


S(t 


#4 sup lowa) Fw) 
HF wr en 


由 2; 的 任意 性 ， 到 下 确 界 即 得 (40) 式 。 证 完 . 
L108 


现在 考虑 问题 【31) 及 有 限 元 格式 (34)， 为 向 单 起 网， 
设 8 一 0， 并 且 谱 EC 拓 2)， 因 此 它 是 在 典 艇 ， 假 定 训 分 是 
正规 的 ， 我 们 村 计 《40) 式 的 右 辫 ， 第 一 项 品 伍 计 方 法 就 是 
第 于 章 82 十 搬 值 函数 的 误 凌 估计 ， 些 处 从 略 .比较 力 难 的 基 
第 二 项 的 合计. 
由 (33), (33》 式 
Wa 


3 OF dw LOW Opa ja a 
|, (六 or toy ov i dray 


dws 全 如 有 OD 
da ‘Wa |dxdy 。 
|. @ (人 2 Be ty oy 十 六 wa) Ly 


由 如 reen 人 公式 
Qt, Wa) — Ps 一 5], age， 


以 sol ,562 ,56s 也 单元 加 :的 三 条 边 . 次 上 式 有 端 记 作 卫 出 
有 


了 一 > 到 -下 
1 j= { 
设 3cy 过 的 中 点 流 久 sys， 内 
HH 自 
之 之 站 Oo” Wate ds =0, 
=1 ef 


这 是 因为 ， 如 年 如 ef 直 -个 过 外 点 ， 册 ww 放 包 zs) 二 0， 如 果 

芝 。 是. 一 个 内 点 ， 则 0w7 ay 在 sey 边 上 对 于 砚 个 相 令 单元 反 号 . 

由 连 娃 性 ， ts 如 oy) 对 于 鸯 个 棉 各 单元 是 和 和 同 的 ， 闪 此 有 
[一 立 位 | Gwe) — wa Qa) ) ds. 


另 一 方面 ， 央 为 zx 十 斌 性 函数 ， 和 ;是 由 点 ， 技 以 
307 


rr 人 


人 一 0. 


2 三 (和 玫 和 


XT) es 
妇 s 在 得 。 上 蚌 级 性 身 数 ， 轩 得 
lp, #8)—iw se 
< 
其 中 训 是 人 避 。 的 最 大 边 长 .又 因为 剖 分 是 正规 的 ， 所 以 存在 
常数 C， 刻 


io<cf| zz ) (41 1 
=- F 
即 lw YO— Wal es YN EC ler hi, po.. 
局 时 
2 全 etl Sh Ax "dl|.， 
大 此 
i OY max Ou > £e i | | ts 
Ja 1 = 到 1 ja Sai 
大 CImaxloal > alive he， 
m2 | nr 
由 刀 auchy 不 等 式 得 
NSOhD max ouiwahl Si) 
1m lt 于 + 
利用 (41) 式 得 上 
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I OF DS max lou -wshs. 
ial=? 六 


YA 《40 式 得 


[ua— aayECR > max iin"wl. 


我 们 药 估 计 还 趟 各 精细 ， 凡 二 合计 可 芭 晓 进 为 
a — walli OR lu oo, { 42) 
日 只 灾 求 #EHRR)， 傅 计 武 (42) 已 经 与 线性 插值 的 协 
现 限 元 方 尘 的 误差 拓 计 一 致 了 . 


.$8 秩 条 忻 与 Babuska-BTrezzi 条 性 


在 混合 与 荣 交 有 限 元 方法 中 . 我 们 经 常 遇 到 方程 组 
[177， 其 中 有 4 为 站 防 方 阵 ， 吾 黄 训 和 开胃 给 阵 ， 关 于 这 个 方 
程 给 的 解 的 存在 叭 一 往 ， 有 如 下 的 羡 论 ， 

引 理 1 ”如果 {17》 有 有 谁 一 稻 ， 网 短 际 如 的 秩 

rankB— MN (43) 

证 明 如 果 《417) 有 了 唯一 和 解 ， 轴 系数 矩阵 

村 Bs 
( 可 了 0 ) 
是 注 秩 的 .( 瑟 ”0 的 行 徊 芋 钱 性 无 关 ， 即 春 
rank B=rankB’=—N. 
局 时 ， 由 于 抢 阵 好 有 有 交行 
rank BN. 
证 完 ， 

条 件 〈43 )》 常 称 为 从 条 件 . 

引 理 ? 如 中 【44 )》 式 成 立 ， 并 且 4 是 对 称 正 定 乍 阵 ， 
则 《17》 有 哈 ; 全/ 
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这 中 ”我们 只 主 证 明 齐 况 方 程 只 有 下 解 . 设 P. 为 齐 次 
方程 的 舟 ， 册 让 ?万 一 0， 以 7 在 琵 溃 -- 式 得 
prAp+p Bu=0, 
因此 
pAp=0. 
出 4 的 正定 性 , 方 二 4v. 于 是 妊 玫 二 0 ,由 条 件 (43) 可 中 一 证 
以 上 沽 个 引 理 分 骨 统 由 这 一 有 有 限 元 方法 有 有 仪 一 解 的 必 
要 条 件 与 充分 条 人 答 ， 人 得 是 ， 让 Hiibert 空 间 上 弱 解 的 存在 唯 
一 性 点 政 有 限 元 节 法 的 收 仇 性 的 条 件 及 证 骨 则 志和 伐 杂 符 多 ， 
我 们 叙述 下 述 定 理 ， 它 区 证 轩 耻 六 阶 衣 二 ， 
考虑 问题 《15) 与 《16). 设 
Iatp, 9))| < |p gs, 
[和 


Vo={pEF, pip,v)=0, vo rr 
Vao= {PEXL DP, P=0, 号 人 人 了 
定理 4 {Brezziy) 设 
( a ) 存在 常数 >f， 使 
a(p, gap, YFEV,, 
(b) 存在 党 数 p 之 0 ， 合 


PDD) po yer, 
PE ‘pl|y 
五 喇 了 汪 


旭 问 题 (5) 有 瞧 -: 解 3， 满足 
plrt la OG + 
其 中 心 只 依 贺 于 4， 首 和 和 ， 全 和 的 
此 外 设 
li10 


C5) 和 在 常数 32>0， 使 
utT pIAliPlt, YEEV,,, 
(qd) 存在 首 数 有 >0， 人 二 
SU 及 2 0) 宇 B el WOE YY,, 
则 问题 【16)》 的 解 满足 如 下 的 误 莹 估计: 
gp— pallz til — a sly 
SC 3— x tinf tu vr) 
9 "Fh | 
其 中 心 只 依赖 于 8, 和 .于 ，. 
附注 当 杀 年 【4 和 9) 成 六 ， 方程 B44 二 9 内 有 零 艇 ， 只 要 
忆 夺 0， 就 有 Bi 寺中， 国 让 总 存在 PE BRB”， 桓 
pb’'BM >0. (44) 
之 ， 如 果 (43) 不 成 六 ， 妈 ran 和， 方 简 Bu 二 0 种 
非 零 艇 本， eo 基 有 PP BQ 一 CC， 二 及 (441 
式 也 不 成 立 ， 总 之 ，(44)] 与 《43) 等 价 ， 竹 居 乔 内， (44 
和 fd). 这 个 条 灶 谊 原 汶 Babuaka: 
Brezzi 和 条件. 但是， 从 条 性 《43) 得 汕 的 条 件 ({d Yt 中， 芝 天 
让 -一般 与 空间 及 ,, 了 有 关 ， 即 与 褐 分 有 基 ， 浇 果 人 能 诈 时 8 
户 与 襄 分 无 闫 ， 挛 何以 得 到 有 限 元 方法 汐 误 其 合计 . 
例 2 总 微分 方程 的 边 情 问题 
人 ZTEI0,TY， 
uO) = (1l)=0. 
乱 的 解 是 
5 一 | 中 | fom)an—s | as { fC)an. 
令 p 一 g'， 并 且 令 


ET 


nn Hr epee 


1 和 
ap,9 ) 一 | pgdz. 六 人 三， 玫 )=| uaz. 


出 gC8)， 堪 解 的 提 法 如 下 ， 求 PE 囊 1(0,1)， utEL:(0,1), 
使 
人 vg€EH(0,1), 


. {45) 
bp v= —(f,»), yor€EL:(0,1). 


作出 分 21 二 /NCi=0,1,-…. 育 )， 令 9 一 (5 富 -， 训 )， 着 作 
空 何 
大 一 tpEC(I0 1D); plo, EPIA(QNiT1,,N )}, 
一 位 ED01]; slo, EP AABN) GS, N)}, 
求 近 位 解 如 下 ， 求 2i€ ,。，ua SE 了。， 使 
Co YIEAK,. (1486) 
pipn, 0)——(f.,2). yr,. 
立 ( 渭 ， [5 “三 下 一 | 了 =ilpli, 
芳 定 理 4 的 条 件 (3),(c) 短 成 误 ， 闪 令 
p 一 | v6)ae, 47) 
则 pC 了 一 | 2dr oll 
HI {47) 起 有 Socehwarz 不 等 式 


ol = az (03) < ， 
及 二 9， 所 以 


Pi BC pv 2 olivllollpll, 
v2 


1i2 


由 定理 4 的 条 件 (b),(d) 禾 成 立 ， 由 定理 4， 同 题 1445) (5461 
希 有 唯一 解 ， 旨 有 估计 


jp— Pal; + — allo 
<o| inf pg + inf lorinl, 
TE pe | 


由 第 三 童 插值 苞 数 的 误差 秸 计 得 
lp—pally Fu as Cn gl :二 ll 1}, 
(48) 
其 中 B=1/N、(48) 式 已 是 最 优 说 计 了 .例如 当 f(2) 一 一 x， 
可 以 求 出 在 B: 上 ，2 二 4， 志 二 (i 一 1/2)AN， 即 有 
1 


1 tr 
({ C8’ —2 Yas) = 一 
" 2 3 


澡 河 


1. 对 于 问题 (3) ,如 果 FE CCEC.D) 名 pEC fn0， 1) 
求证 % 是 问题 《1 ) 的 古 和 典 解 ， 
对 于 平 抽 应力 问题 . 姐 采 过 界 茶 性 是 到 so 一 0， 
则 对 应 的 Hellineer-Reissner 花 了 苔 迁 
(二 


= 二 | (0 er Osy i Tryp rr Arady 


十 | (9208+ Oy -十 下。 Judzady 


位 工 Ed 
OT A 
十 | A 这 By Tfy jvixay, 
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其 中 一 Re, 《2) 一 二 

(a) 如果 了 ,了 连 线 ,8,4 充分 光 消 并 旦 是 泛 函 J 了 的 驻 
点 ， 证 明和 它们 是 二 内 解 ， 

《了 ) 你 能 不 能 等 出 对 应 于 混合 边界 条 征 

Ml, =10, 
(GCOSCP, FE) ToyCOS( D7 ,9)) 一 gz， 
(TazyCoOg[a 2) 十 GyrCOSs(2 ,#)) I, = 9 

的 相应 沁 表 ? 

ww. 证明 问 题 《27),(28) 解 的 存在 唯一 性. 

对 于 人 癌 题 (11)， 设 f= 一 0, 到 (LI:())* 的 子 空间 了 
人 梧 当 YE 时 

5 Sa 0 4E Qe. el MM, 
取 如 六 虽 ) 的 于 空间 疼 、， 司 节点 都 存单 元 边 界 上 . 验证 这 样 
得 到 的 有 有 限 元 格式 与 杂交 有 限 元 方法 -~ 致 . 

YY 对 于 泛 削 (25)， 试 枸 造 一 个 有 了 腿 元 格式 ， 使 它 刷 是 
二 角形 线性 章 元 的 协调 有 限 元 格式 ， 

名 证明 Wilson 和 矩形 单元 对 于 方程 一 Ax=0 可 以 酒 过 
分 片 榨 蛤 ，Wilson 语 形 是 ， 对 单元 4。， 插 倘 函 数 六 完 爹 
的 一 次 多 项 式 ，# CPi(98o)， 并 及 王 求 w 在 四 个 顶点 连 奸 
因此 ， 深 节点 信 以 外 ， 在 每 个 单 沁 内 还 有 两 个 自由 度 《 居 用 
附录 一 ). 入 区 49 

> FS). ,(6),， 设 f=0， 用 基 本 (20) 一 (22) 的 
亲人 次 有 限 元 方法 求解 。 取 甜 形 单元 ， 以 顶点 为 节点 ， 在 每 过 
上 和 茜 线 性 插值 ， 在 单元 内 部 又 9 为 一 吹 多 项 式 ， 星 证 这 样 得 
注入 和 略 式 与 对 级 全 单元 的 色调 有限 元 禄 式 一 略 

3 对 于 问题 (4 )， 试 构造 “个 育 限 元 格式 ， 证 贡 弱 解 
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与 近似 解 的 存在 唯一 性 ， 当 了 2EE0， 给 出 误 尖 人 司 
计 . 


党 五 瘟 ” 竺 征 从 问题 


在 数学 :物理 中 ， 常 常 需 要 解 各 种 微分 方程 的 特征 值 问 

关 忆 Laplace 算 于 汶 例 讨论 特征 值 问题 的 有 并 元 方 - 
我 们 只 限 卫 讨论 四国 限 元 方法 ， 对 于 其 它 有 限 元 方 
可 以 象 第 四 章 - 一 样 地 处 理 . 


了 


3T 能 解 及 有 限 元 方法 


1.1 弱 解 提 法 
考虑 问题 
一 由 乍 一角 企 ， TC 可 ， . 
人 二 仁科 和 刁 ， ( | ) . 
使 问题 ( 1 ) 有 非 宕 钥 # 的 实数 4 称 为 特征 值 ， 相 应 的 非 堆 
和 解 g 称 六 特征 六 数 . 每 以 前 一 样 ， 令 


人 (二 下 ) 一 二 三 Ee 9 2 本， 


《如 ,四 =| UE 
上 


则 问题 (1) 的 弱 解 提 法 是 ， 求 4E€ 及 与 非 堆 的 gE€H1(C9Y, 使 
Qn VoEeHin). {2) 
我 们 总 是 奔 实 数 碟 中 考虑 问题 ， 固 此 也 上 讨论 实 的 特征 值 ， 
在 菜 如 果 引 进香 作 的 Co6oxesa 襟 了 间 ， 和 用 alw,v) 的 对 称 
性 .容易 证 明 所 有 的 特征 体 仍 是 实 鬼 ， 
沙 谍 关东 化 以 后 的 特征 晤 数 ， 即 满足 
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(rr, =1 {339 
的 特征 质数， 吉 果 定义 泛 消 
Rev hapv, ov) Ad, Voi}, 
出 《2). (3) 从 价 本 (4440 姐 将 2 在 丈 lagrange 
尼子 ，f{3) 浅 成 约束 ， 还 可 以 很 骨 妇 一 个 等 俐 的 辣 题 :站 约 
上 《3)》 个 求 泛 通 研 Y) 的 此 战 全 . 
泛 陶 
Rv SDD yrEHHD). v0 
(u,v) 


称 为 及 ayieigh 商 ， 亲 于 任 资 鬼 zE 瑟 民品)，7 到 0， 今 


9 
则 RV)— (Vv, 21}, ‘vil =1. 


此 ， 如果 不 考虑 约 东 (3)， 癌 题 (2 ) 与 中 2) 的 驻 点 问题 
等 价 . 
上 还 事 实 也 可 以 直接 验证 ，BR(V) 的 Fréchet 微 分 是 
R/Cu 2 SUN Tau, (Cu, 
(a, : 
如 时 六 WW) 一 0， 令 4 二 4a)/A(8,#)， 风 #.4 就 是 《2 ) 的 
解 ， 反 之， 邵 果 % ,4 是 (2 ) 的 镍 ,在 【2) 中 也 一 2， 得 
A=Ald RR 


1.2 Rayleigh 徐 区 最 小 俏 


上 述 Rayleigh 商 的 驻 点 加 是 六 可 以 加 强 为 起 小 值 间 
征 . 由 Poincaré- Hriedrichs 术 等 式 ,， 在 空间 吾 芒 马 ) 中 
是 一 个 与 相 等 作风 注 数 ， 开 为 qtu ai 一 所 已 
按 内 积 Qt . 2) 是- 一 个 [iilbertkssihi), 


TN ee pp er 
re TT 


引 理 1 存在 2 千石 并 只)，2 和 0， 人 和合 
站 (2 一 Tin RV)=h1 0, (4). 


“EFHL Lf 
所 角 


1 ,1 是 问题 (3) 的 解 ， 朋 4 是 所 有 特征 值 中 最 小 的 一 个 . 
证 明 出 Poincaré-Friedrichs 不 等 式 , RCw) 有 下 下 
办 .以 1 计 9 表 示 下 确 界 . 
作 “ 报 小 兹 ”序列 {26} 二 召开 名 )， 售 jlzsl|, 二 1!， 而 租 
lim VE) = 1. 
由 泛 重 RR(2) 的 定义 ，les| (一 玛 有 界 ， 所 以 {ve} 是 空间 
开 江 吕 ) 内 的 弱 紧 焦 台 . 取 一 个 弱 帮 伍 子 序列 ， 为 简便 起 见 . 
仍 记 作 at ， 设 极限 为 引 1 和 下 二 呈 )， 出 生 鸣 定 至 , 范 煞 | ， 
是 弱 下 举 连 渎 的 ， 即 


w|i lim jos 一 027 
Le 


男 一 方面 ， 由 嵌入 定理 ，1921 是 (9B) 内 的 紧 集 合 . 取 一 
个 在 五 信 旭 ) 内 强暴 各 的 于 序列 ， 它 的 极限 为 4，,， 有 


zo = lim ijerllo =1. 


因此 R( ai )=- i Ch. 


位 是 4 为 下 确 界 ， 所 以 如 La 一 和 4， 邵 吾 (2 在 点 4 达到 它 
的 耳 小 值 ， 从 改 一 0 可 知 ，2 ,和 是 问题 (2),{3) 的 解 . 
不 礁 看 出 ， 任意 一 个 便 吕 Cu) 达到 晤 小 全 的 本 数 都 是 特征 琢 
数 . EE 

述 可 证 髓 名 是 级 小 的 特征 值 。 设 4 是 任意 一 个 特征 值 ， 
在 《2 ) 中 城 t 一 %， 得 C4) 二 和， 因此 % 字 和 1， 证 究 ， 

为 了 了 求 出 上 其余 鸭 和 将 征 值 污 特 生男 数 ， 我 们 首先 相让 特征 


1 1 名 


值 痢 数 的 概念 ， 然后 证 明 两 个 引 理 ， 

定居 1 问题 2) 的 特征 梢 4 称 为 是 如 重 的 ， 如 展 与 和 
对 二 的 煌 入 档 数 和 元素 0 此 闻 构 成 如 让 久 ) 的 驶 稚 填 空间， 

引 媳 ? 度 因 癌 题 《2 的 加 于 特征 从 ， 湖 在 在 特征 消 
入 

QU, ,HR 
证 明 和 件 取 和 个 卫 柯 正 殉 的 特征 国 数 Er， 承 有 
全 [各 一 is 

由 引 理 1， 特 征 信和 0 在 【2 中 取 # 二 #1，# 二 gy， 则 


(Hi, )= (di) 0, 1 


证 完 . 

引 理 5 说 2 2， 与 2，2 芋 下 2 的 两 对 特征 信 与 特征 
晒 数 ， 并 且 和 As 关 2， 刚 

a{ 人 (5) 

证明 出 (2) 得 

du Wada ,a tr }= do ,1 ), 
鼎 红 -与 (… 前 对 称 狂 ， 沽 当 作 线性 组 合 即 得 《5 )， 证 
完 ， 

我 们 将 双重 特征 值 阁 成 ws 个 特征 值 ， 将 序 有 特征 值 按 征 
小 而 太 的 顺序 排 为 和 和 和 有， 于 述 引 型 启发 我 们 给 出 以 
下 的 归 癌 法 ， 即 果 已 经 求 弄 和. 和 成 下 与 它们 对 应 的 特 
征 了 丙 数 后 ， 以 
恒 } 涯 示 如 让 如 ) 玫 的 下 次 余 了 了 空间， 则 和 解 关 下 全 题 ， 求 
ET，4 寺 VU， 使 
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mr a 


Rul—min Riv). 
EE 
口 近 电 


定理 1 对 于 # 二 1 ,2,""， 存在 是 1 饭 才 1. Hirt 地 0, 使 
Riui}—min RV). 


1 
ET 
由 污 星 


并 下 琴 (wr. 1 是 特 征 信 和 加 ,wt，Wiri 是 对 党 的 特征 了 滑 数 . 

证 明 记 本 = 五 i{ 2)， 我 们 用 归纳 法 还 明 ， 由 引 理 1， 
对 于 i 二 vu， 定理 的 结论 已 经 成 立 。 现 在 设 定理 的 结论 对 于 直 
到 1 一 1 都 已 经 成 立 ， 

类 似 于 引 理 1， 可 以 证 明 存 在 14ER,， 与 w E81i，V 夺 0， 


使 
Ru}=A= min Rv), 
ao 五 | 
直上 晤 夏 
并 且 
alu,p =u,0), YoEB. CBY 


任 可 4E 吾 :， 则 可 以 和 典 开 为 
各 一 > jy 


:=1 


二 为 yy ，4 世 玫 ， 所 以 a ,= 二 0， 出 方程 2) 
(Hs) (=0, 
因 守 atu.0) =—a(u, Feu)=0, 


1=| 


! 


au, 0) =A > oss)=0, 


= : 


于 是 Aa, P=, ), . (7 ) 
120， 


Fr pp dp is, op rep pr pe + 一 oo -- 


人 台 并 【67》 (人 7) 二 式 福 
到 [人 2 一 2) YEHiD), 
好 为 畦 征 信 ，# 为 与 革 对 应 的 一 个 特征 孙 数 . 
我 们 偿 变 证 其 二 41+ 41。 出 归纳 法 假设 
= min Biv), 
又 已 知 如 [过 如 ， 因 此 2% 关 4， 另 一 方面 ， 在 《2 ) 式 中 了 到 
凡 一 和 pr， 二 二 个 与 ri 对 应 的 特征 医 
数 ， 间 者 妨 (yrrr 二 Xix1， 由 下 理 2.3. asiesesr， 因 此 
2 1、 上 昕 以 4 一 4 ， 证 完 . 
以 上 是 一 个 顺序 求解 进程 。 个 西 的 方法 下 以 和合 找 们 只 求 
一 个 指定 的 特征 值 ， 
1.3 JinmaX 厚 埋 
定理 2 ” 设 中 是 瓦 并 号 ) 的 任 一 个 ! 维 子 讼 间 ， 刚 
Ai=min max Rov. CB) 
SE 


中 让 全 
vy 


证 明 下 := 如 ;,， 则 人 性 -~…vE 信 ;可 以 展开 成 
vo > Cj, 


其 中 zy 为 对 应 于 和 的 师范 化 特征 函数 ， 让 引 理 2,3 
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3 A, > Ae? 


pe (Uy Wy) 之 oi 
努 一 方面 ， Rn) A, 所 雇 


max Rf{v)—=Ar. 
由 让 王 


为 证 明 (8 ) 式 ， 入 们 只 要 证 吉 对 任意 的 [ 纹 子 空间 
max R{EvV) A 


1 


就 够 了 ， 在 属 : 内 求 2 ， 
du", 性， 1 < Js 一 1 
因为 $ ,为 ! 维 ， 方程 只 有 一 1 个 ， 所 以 必 有 非 堆 解 ， 即 存在 
"全 人 Dj，v* 夺 00， 并且 2* Et_,1。 由 定 课 1 
和 一 min Bev), 


因此 上 (wv”) 之 加， 证 完 ， 


1.4 协调 有 限 元 方法 
取 有 有限 维 子 窒 间 六 ; 忆 是 (8B), 考虑 划 下 的 泊 似 问题 ， 求 
i 毛 息 ， 及 非 零 的 us， 使 
aa = AnCHn), YoEV,;. (9) 
以 和 记 六 中 的 :一 组 六， BM, 可 让 改 汗 海 
4 — SPs 人 一 Sop, 。 


将 它们 代入 《9 ) 式 得 


1 3 


Sal py, PH 一 Sp Pi t=1 ,NN. 


记 吉 一 a(), PP:), Ki 五 就 是 我 们 在 第 二 章 中 已 经 
定义 过 的 总 刚度 矩阵 ， 记 my 一 (9 多])， 开 一 (mr )， 按 峰 
它 的 力学 背景 ， 弄 称 为 总 质量 矩阵 .以 上 问题 就 是 算 阵 束 六 
一 144 并 的 广义 等 征 值 问题 ， 对 此 已 经 有 不 少 和 解法 了 ， 
设 问题 ( 3 ) 的 特征 值 为 4 1 所 441 扎 …*， 类 似 于 定理 2 
= min max Rlv), {10) 
其 中 总 :是 的 任 一 个 7 维 子 空间 .四 此 
Nr, 一 1 ,2,…. (11) 
《11) 式 表 明 :; 近世 特征 值 永 远 不 小 于 精确 傣 。 


1.5 Neumann 问 题 


考虑 特征 值 问题 
[一 A = AY, 立 忆 如 ， 
| ju (12Y 
| 二 0， Edo, 
a” 


假如 我 们 用 1.1 朋 中 定义 过 的 双 线 性 泛 冰 中 1)， 则 它 不 是 
空间 豆 区 ( 辟 ? 上 的 押 积 ， 为 克服 这 一 国难 ， 令 4 一 2 十 1， 将 
《12) 改写 为 
全 由 让 中 全 一 下 中 ， Ten, 
】 


L oP . 
AN du OP 
全 ao 一 | (于 如 多 je i Fuv)as, 
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订 以 在册 ，a( -，) 就 是 百 !(8) 上 的 内 积 ， 相 应 的 霸 解 提 法 
为 ， 求 4&E 尾 与 非 零 的 4E 五 !( 日)， 使 
ou)=A ,0), YrEH'(D). (13) 
第 一 至 第 四 段 中 的 讨论 可 以 完全 不 变 地 用 子 现在 的 情形 . 
容易 看 量 ，#== 1 与 8 二 1 是 一 对 特征 值 与 特征 区 数 ， 
一 [看 最 小 的 特征 值 ， 而 且 它 是 单 特征 慎 . 事实 上 


RCv)— 1 vyvEH'D). 


设 Y 为 任 一 与 上 =1 对 应 的 特征 函数 ， 在 《13) 式 中 取 天 一 1 
下 一 站 和 
aw, 各, 下)， 


下 Duwy7azt 一 0 ， 即 2 为 种 数 . 所 以 与 站 = 1 对 应 的 符 从 函数 空 


向 县 一 维 的 . 
按 和 定义 
Ei=uE HH) alu,l)= 0}, 
即 Bi= {ueH'(9), [udr= 0 ] 
我 们 有 min R(v)= A,, 
好 . [otitisilol, Yee Bi, 


往 划 己 知 上 ,>> 1 ,于 是 
2 党 1 9 上 十 2 loll, YuEB: 
令 g 一 min(1/2,， 《as 一 1 )/2)， 得 
| lio lr, YrEBt. C14Y 
在 党-… 章 8 3 中， 我 们 曾 交 再: 记 作 了 、 由 (14) 式 与 Lax- 
Milgram 人 定理， 问题 求 &EV， 使 


| 


oux .92 da | fvax +| gols, YoEV 
EE oi Gt 0 0 "7 


有 了 唯 -- 解 ， 这 就 大 我 们 在 第 一 音 8 3 中 关于 人 Neumana 何 题 . 
提留 下 来 的 问题 . 


42 特征 值 的 误差 估计 
我 们 考虑 问题 (2) 和 与 (9)}， 在 这 一 节 稍 计 特征 值 的 
误差 .首先 定义 挫 滚 算 子 PP， 设 委 定 saE HCB), 则 at a,2) 
是 空间 豆 并 只) 于 的 一 个 有 界线 性 泛 画 . 由 Lax-Milgram 定 
理 ， 以 于 问题 有 唯一 解 ， 求 名 EFs， 使 
级 全 ”2 一 全 VYvEF,. 
邻 ¥" = 二 Py， 则 了 是 一 个 有 和 拭 线 性 算 子 . 忆 al:,:) 作 为 空 疗 
如 站 号 ) 申 的 内 积 ， 则 出 
三 一 voteF, 
本 和 尖 ， 了 是正 交 投 影 算 子 ， 它 常 称 为 Ritz 投 影 算 子 ， 
引 理 4 变 


T= max |l2(ty,8— Pu)--Cu— Pa,u— Pu)l, 
1 (15)- 


则 只 要 er< 1 ， 政和 有 
由 
4 


证 明令 3 一 PE ， 因 为 如 是 ! 维 空间 ， 所 及 六 :的 维 数 、 
不 高 于 !， 我 们 证 册 存 本 引 理 条 件 下 ，S: 也 是 ! 维 的 . 设 本 然 ， 
则 存在 非 零 站 尖 uo， 使 Pws 二 0 .总 可 以 使 Ia 由 ,一 1 
这 时 
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TI Cu uo — Puo)— (uo— Puo, do— Pus) | 


= |(uo,u0) |= 1, 


二 5 之 1 闻 盾 . 
出 (10) 
PF 
世 滞 古 xllo=1 
租 民 计算 子 的 定义 
{Hu,u) 


~—altPau,Pau)t2atu— Pu, Pur)tatu— Pu,u— Pu) 
—atPu,Pu)tacu— Pu,u— Pu) 
at Puy, Pu). 
及 由 (15) 式 ， 当 jl 一 1 ， 
(Pru,Pu) 
={u ,2 yu, Pu (yu— Pu,u— vu) 
1 0, 
将 它们 都 代入 《16) 式 得 


Mai MAax. aw) A 
ut 


1 Co— 1 一 站 ” 
fv, -1 
证 完 ， 
现在 光碟 一 个 特殊 情形 ， 设 日 蚌 一 个 平面 钙 多 边 形 区 
域 ， 到 三 角形 线性 协调 单元 ， 并 且 有 一 族 正 规 的 谢 分 . 
定理 5 在 在 与 ,i 无 关 的 常数 有 >0 与 O， 使 当 R 和 ho 
23“ 时 ， 台 有 
A 17) 
证 明 由 引 理 4， 不 妖 的 问题 三 是 全 让 0o， 取 4 如 ;, 六 
县 由 一 芋 ， 则 3 可 以 展开 成 
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目 
下 一 > Cy, 
1 


其 中 是 特征 函数 . 上 由 《2)》 式 
ataus po)— Ma), YoEHAD). (C18) 
将 4 看 作 方程 在 端 ， 册 第 一 章 (24) 式 ,， ty EHMD). 国 
上 虹 wE 吾 反 扎 )， 并 且 
jlls < OS os2smlle. 
由 引 理 2 ， 3 ，azi bp 在 工区 癌 ) 四 正 变 ， 于 蚌 


| ci 一 > ca 
4=1 了 下 了 


At Solas = A 之 cy 
FfF*1 1m1 
一 A 和 ll'3 = 1}. 
国 此 lulls CN. 


由 第 三 章 的 (20) 式 
le— Pull CR ly ls CR Nr 


于 是 (Ca 一己) [Oh? AN, 
Kw— Puy, uw— Pu) (CORAY, 
由 (15) 式 oO Nt RA ). 


取 ho> 0 ， 相 OCR? 十 < 之 1/2， 则 当 /Ah1A* 时， 
0 之 1/2， 这 时 
TO ] hE)R? A. 
虑 引 理 4 


Nai 于 sh 1 十 20), 


[i 加 ， 
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i eh i eb pe pe HE ee 


不 等 式 《17) 的 另 一 半 遍 是 《11) 式 . 证 学， 


$3 特征 函数 的 误 差 估 计 


为 位 化 我 们 的 这 论 ， 这 一 他 不 考虑 重 特征 值 的 情形 ， 恋 
和 是 一 个 单 特征 值 【 一 重 )，2r 是 与 和 对 应 前 特 征 珊 数 ， 以 
和 si 与 zat 分 别 表 示 它 们 的 有 限 元 近似 ， 我 们 总 可 以 生 
ia 一 | 一 |， 
并 且 P= Puy, Wn) 0, 
因为 如 不 是 ， 以 适当 常 狐 匀 以 # 或 ta 就 可 以 做 到 这 一 点 ， 
定理 4 在 定理 3 的 假设 条 件 下 ,存在 常数 >0， 使 
泊 久 < 有时 
js — waslo EOE?, C19} 
其 中 常数 外， 依赖 于 :， 但 与 无 关 . 
证 明 由 三 骨 不 等 式 
I — a o sel — Pasill, (gl Yunzllo 
| =|w— Baallst+ 11— 8 
—||u— Bascly t+ lillo —i Pullo ) | 
2 | Bunllo 
< 2 {|v — Pyle +||Pi— punillo ) (20) 
我 们 洁 值 本 Pa 一 pasdlo， 设 定 闻 是 章 维 的 ， 可 以 在 F 中 
将 了 Pui 捞 半 得 
Puy:= = CPau,, Us Uns, 


于 第 Pu — Bu,=— 2 Par. War any, 
因此 iPa— Puslli = BCPu, uns)?, (21) 
1! 


在 方 释 《2 ) 中 取 ? 一 ty 得 
OC HE, Ha I Nr Ha) 

在 方程 《9 ) 中 了 到 2 一 于 5: 梨 

a{ un Pi) has War Pus). 
由 民 Ritz 投 影 算 子 P 的 定 久 以 及 a 的 对 称 性 

a dn = a Pua, sis)—aluss, Pur). 

革 此 PA 
妇 | (Aps— NDEPu, EAs} = A Pa, Us). 
代入 《21) 式 得 


2 
[Pwr— Bunili= S (2 ) Cu Postas)’, 
li hr dl 


(22) 
也 算 理 3 中 关于 2 与 wii 的 估计 ， 存在 依赖 于 世 的 党 
0 与 p> 0 ， 使 当 训 和 和，j= 二 i 一 1 ,2 十 1 时 


Ep, 《23 3 


he 
Fr 
其 而 对 于 所 有 的 5 二 2 《23)》 式 都 是 成 立 的 ， 以 《23)》 式 全 
入 《22) 式 得 
LPa— Burn tp > (ur— Pu, yy)” 


py — Purd?. (24) 
以 《24) 代入 《20) 式 得 
ausllo 2 (1 +P) or 一 Pei 。 
由 第 三 但 (20) 式 
[ui— Pu ECR: lw |s. 
芋 刊 用 《18) 芭 与 第 -- 剖 (24) 式 
juddla CA = CN 
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I To. to cm ee ee er i de i 


因此 得 (19) 式 ， 证 完 . 
定理 5 在 定理 4 的 条 人 下 ， 当 < 时 
er— sail SO rh. (25) 
证 明 由 方程 (2), (9) 
全 人 一 村 hz; 名 [一 对 1》 
= 
= 41— 2N1(WI, Whi) 十 入 51 
= 2h Wi) 二 Dhar Ns. 
当时 ， 击 定理 3 ,4 ,上 式 石 端 有 上 乞 0Cyh*， 因 星 
[wp | Oh. 
再 注意 到 (19) 式 即 得 (25》 式 ,证 峙 . 


汉王 


1， 对 于 三 角形 线性 读 调 单元 ， 试 求 峡 它 对 于 问题 (9 ) 
的 单 元 质量 矩阵 . 

2. 证 明 对 于 问题 【《9)， 三 角 形 线性 协调 单元 的 单 巴 
丘 度 短 阵 的 秩 为 2 ， 而 单元 厦 量 拭 阵 是 渗 秩 的 . 

3。 ,对 于 正方 形 区 域 号 ， 前 分 如 图 18， 试 求 用 有 限 元 户 
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佳 得 到 的 问题 《1 } 的 近似 特征 值 与 特征 函数 . 
4. 设 , 是 问题 (1) 的 最 小 特征 信 ， 证 明 当 入 E€[0,h1》 
时 ， 问 题 


[人 人 忆 好 ， 
二 ， 光 夺 时 ， 
有 唯一 蝇 解 4€ 匡 i( 如 )。 设 六 ;二 及 昌 ) 姜 有 限 维 子 空间 , 刚 
有 误差 徒 计 
leslie CO(N) inf li —% sl , 


其 中 OCWYEOCN) 一 和 -1 
85. 对 于 非 占 多 边 形 区 域 喉 ， 求 证 对 于 一 族 正规 的 谢 分 


limAaAyrm hs 
PT 


131 


-PR re ei Ti a 


第 六 章 ”发 展 方程 的 有 限 元 方法 


831 对 空间 变 置 半 离 散 化 

我 们 以 热传导 方程 的 初 边 全 问题 为 例 ， 讨 论 帝 展 方 程 的 
有 有 下 元 方法 ， 它 是 ， 

{Ou Av=Itz,y,#), (TERD, tet1o, co)， 

1 #4= 0,， (x EHD. LE LO, oo), 

Lntw, 0)— (8,), 
C1) 
其 中 60. 二 9/9t， 象 以 前 -~ 样 ， 令 


让 路 和 十 -如 和 站 和 
oo 生生 je 权 


Cu, =|{ uvdrdy, 
介 间 题 ( 1 》 的 纶 解 提 法 是 求 &:[ 0 ,oo 一 吉 i(8), 使 
人 vvEHIR), (2) 
u(t0)= 9. 
取 有 限 维 子 空 饲 六 C 右 58)， 并且 设 91 EVV，， 以 gi; 作为 的 
近 忆 ， 兆 碟 近似 问题 ， 求 :LL 0 , 吕 )-> 广 ;， 使 
tO Patur, PY)=f,0), YUVEVF, 
lk 0 ) 一 gr 
(3) 
1 3 之 


六 锡 记 中 的 一 组 划 ， 网 35; 加, 9 可 忆 殿 开 为 


vat)— > uP,, 


于 


vr 而 
由 一 21， 8 7 一 > #1P,, 
上 1 


r=1 


代入 (3 得 


{ S (P10 Das2 3 十 之 Ps Pu 0), 
\ (0)=91, i=1, ,NN. 
(4) 
{ 4 ) 有 是 一 个 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 . 我 们 可 以 将 它 写 戚 
敌阵 与 向 量 的 形式 ， 以 四， 如 记 第 五 章 中 定义 的 总 刚度 矩阵 
与 总 质量 矩阵 ， 令 UL( 引 =(( 扑 8x 站 )" A 二 
《了 外， 下 有 一 【下 区 了 NE 路 一 191 Gn). d) 
全 以 写成 
(tT 
ut 0)=#. 
册 为 形 是 对 称 正 定 前 ， 所 以 方程 组 【47 在 EE[0，ce) 上 
有 了 唯一 解 . 
要 解 出 《4 )， 可 以 用 解析 的 方法 ， 然 而 更 多 的 是 用 数 
值 闻 法， 因为 导 一 般 不 是 对 角 秆 降 ，《 4 》 的 主 部 不 是 分 岗 
的 . 六 的 数值 一 般 很 大， 同时 《4 ) 往往 是 刚性 方程 组 ,所 
以 求 鲜 时 有 时 省 要 一 些 特殊 的 技 已 . 
下 人 耐 个 计 解 的 误 普 ， 稼 第 五 嫩 一 样 ， 设 只 是 一 个 曲 变 边 
形 度 城 ， 取 三 角形 鳅 性 功 调 年 元 ， 并 且 有 一 族 正 规 的 说 分 . 
设 91 是 9 的 搬入 孙 数 ， 并 革 为 了 镁 玫 我 们 的 讨论 ， 我 们 说 EE 
解 w 其 有 有 充分 的 正则 性 ， 基 在 以 后 出 现 的 各 阶 微 商 及 其 各 种 
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a 


范 数 稳 是 有 界 的 . 
定理 1 对 于 所 有 的 4EG [0,ce)， 有 以 下 估计 ， 


一 al ooh? (gl ot [localls, oar ). 
《5 了 
证 明 令 
P=u— Pa, B= Pu—u,, 
其 中 情 夺 Ritg 投 晓 算 子 ， 则 
4 一 一 万 十 下 . (6) 
我 们 首先 由 计 #， 在 方程 (2), (3) 中 取 ?EFa 并 和 杠 
减 得 
(Bus) ,0) Tou— uv) = 0. 
按 算 子 卫 的 定义 z 
au—ua, bv) =Pau—yu, rt) =a(f, vo). 
中 6 ) 式 得 
(O00 4a, 6) = — (C0,v). {7 
取 »w 二 8 得 
《Bt ,二 ef,D) 一 一 (6:pP,D)。 


因此 0, os<lloiollw olello. o. 
即 oil oo pil, s. 
积分 得 


1a(2)1,, allo Co 。 + eol _ 
由 《6) 式 
| —a le, 5 |pllo, oTie Co),, sg | Tale ods. 
(8 
我 们 逐 项 估计 《 8 ) 式 的 右 问 、 出 第 三 章 (20) 式 
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Hel ,, so= | Pull., opi,, | 


接 为 a(t) gt | Oruar, 
所 以 

full, oI), co 十 | Iall。 sdf, (9) 
锥 而 


lplle, oCh* (ghs, ot {lew o07). 


周 第 三 章 (13),{20) 式 
[C0 sllPg— go, ol — go, a 
< Oh?||gl|,, .2 (11) 
出 第 三 章 《20) 式 以 及 算 子 9,， 了 的 可 交换 性 
ja .po 一 一 Pool 
< Oh. |;, i (12) 
所 《10) 一 (12) 代 入 《8 ) 式 即 得 (5) 式 . 证 完 . 
定理 ?2 对 于 所 有 的 iE [0.ecey， 有 了 以 下 合计 ， 


lu —wall, oh {les a+ [oals, oi 
r 1 
+ 人 aaa 
证 明 在 (7) 式 中 取 # 一 0.0 得 
[O80], Ee| 地 010(0,0)=—(017.0:0) 
< 0p, 十 logla, a). 


和 因此 Od(e, 0) | pi?, os 
划 ds) 8 lis||d Pl, o. 
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YT rh ry PE kT Br Eid i Ta 


积分 得 
EC 全 os 10(0) fo + | lle pla, ad 


因此 1 lu os 800) bo+ (| lon. oy. 
由 《6) 式 


|e— wi, os (Pl 十 | O00) bs, a+(| ho.oils. ad) - 


(147 
出 第 三 章 《16) 式 
所 | 一 | g— Pw 1, nEO,, ty 
以 《9 式 和 代入 得 
iphone ot {Hees odr) . (15) 


由 第 三 章 (14), 【16) 式 
i O00 hi, ol Pg— 9 .0 9g—91l, 50 
< Ohlgll,, o . (16% 
由 第 三 音 【217 式 坟 及 算 子 9.、P 了 的 可 交换 性 
oD, os =ld.u— Pow, oCRd. uh, on . 
{17) 
以 {C15) 一 【17) 式 代 入 (14) 式 。 并 注意 到 《5 或， 即 : 
得 (13) 式 ， 证 完 . 


$2 对 时 间 变 量 羊 离散 化 


与 上 一 节 不 同 ， 我 们 在 这 时 首先 将 方程 (2) 关于 时 证 
恋 苇 元 散 化 。 众 本质 上 ， 这 一 节 的 讨论 方法 就 是 常 微分 方程 
的 差分 方法 ， 启 如 ， 我 们 取 帆 式 卫 uler 格 式 ， 设 步 长 沪 至 ， 
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近似 解 为 44" 一 aa(z ,9 ,mi)， 令 fm 一 f(z,y,m#)， 则 各 
以 用 如 下 问题 作为 《2 ) 的 近似 ， 求 s4"”E 恕 :1(9)， 使 


(Cu 一 如 和， 他) 十 全 (全 ,+) 
=(f > ;2 ),， YoEHiI(D), 

(18) 
引 理 1 问题 (18) 的 解 是 存在 唯一 的 ， 


证 只” 我 们 用 归纳 法 . 当 和 一 0 时 ， 有 唯一 解 ga ”一 9 
现在 设 w:"! 为 已 知 ， 令 


ACy, =a(y, 1) 二 二 (4,9)， 
则 Alu, >min(1, 寺 JilB. 


击 Lax-Miljgram 举 理 ， 问 题 


Alus™ ,v0)={f Tw ,0). YUuEHI(DY 


， 有 了 唯一 和 解 . 证 完 ， 


求 (18) 的 数 信 解 还 需要 对 空间 变量 作 离 散 化 . 但 是 它 
已 是 一 个 精 国 型 边 值 问题 ， 用 第 二 章 的 方法 即 可 解决 . 


下 面 佑 计 解 的 误差 ， 象 上 上 一 节 一 样 ， 我 们 设 蜀 解 具有 


充 荔 的 正则 竹 ， 合 下 后 一 人 四 ， 天 是 ，8 1 
定理 jg 对 于 mw 一 0,1,…，, 有 以 下 个 计 


ol oralo, sa， C19) 


1 ”于 
.| ar) . (20) 
| Ia: a 


A 
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i Fl i rn LH = ee i Es 


证 明 令 


we， 有 (T—(m— 1 EF)0l.ude, 


tm- i} 三 


出 Bee 一 {8 cm) 一生 m1 ) 十 态 人 


Ek 
代入 (2) 式 得 
,oC ,) 
一 (了 人 一 一 2 ,0), 
与 《18?》 式 相 减 得 
Ce es) ta ™ ,9) 
=— (0 ,9). 


取 v 一 2 "得 


(34) 


(£3) 


Ee (ee em) < (em em). 


以 不 等 式 


1 二)， 


| (Co tm , tm ) llle tii» ||。 "||le [ 有 了 | 
代入 即 得 


la 3 lle = ls 2 le "lo slle “mf , 


浆 紫 
le lo —ile = ||, < 2 下 | 名 "|. 


由 (21) 式 
lo ml, ora ear。 
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(23) 


(24) 


将 (23) 式 关于 z 求 和 ， 并 注意 到 e ”二 0 ,就 得 到 (19) 式 ， 
再 在 《22) 式 中 取 2 一 上 ”一 am， 得 


站 ee 一) 
二 — (@™ ,em se-1)). 
以 不 等 式 
lale ‘™ ,ee ™- 1)| 
< E 十 士 立 6 (sm 1 ), 
|(@ ,em 一 
< lo ‘2 + ‘cm em |e 
代入 即 得 


部 (a (Cae™, EB > y—atls td a=-1)) 
< 了 To mm， 


la™ Ble™ 4 | @ IB. (25) 
由 (24) 式 及 Schwarz 不 等 式 


人 后 时 
|® '™ <(| [D2 wll, oz】 
【mm 一 芋 ) 大 


Ek Wi 和 和 
< | 可 上 二 是 人生。 
用 (25) 式 关于 恕 求 和 得 


im) 2 x: mk ; 2 
je i 9 3 ,2, od 人 FT 
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人 ie Ed rp ge bb ee i alin 
pe Pl EP eb i 


两 端 玉 方 邮 得 (20) 式 . 证 完 . 

将 方程 《2 ) 先 对 空间 变量 离散 化 ,然后 对 时 间 变 量 离 
散 化 ,就 得 到 一 个 有 限 元 一 一 差分 格式 , 它 也 称 为 一 个 全 离散 
化 格式 ， 也 可 以 把 次 序 兽 倒 过 来 ， 先 对 时 间 变 量 离散 化 ， 理 
对 空间 变 时 离散 化 ， 实 际 上 ， 结 果 是 相同 的 .以 上 两 节 分 别 
寺 论 了 半 离 散 化 以 及 误差 估计 我 们 将 全 离散 化 的 误差 估计 
团 作 刁 还 . 


习 是 


1. 用 隐 式 Euler 络 式 和 有 限 元 方法 对 间 题 (2) 进行 多 
离散 化 ， 给 出 求解 格式 .只 记 近 似 解 ， 求 证 


be uhh 
<22 "at. odr+ OR: (gl, a tf oralls, adr) . 


2。 对 于 波动 方程 的 初 边 值 问 题 
Ou Ow 
Ot? Or 
1 # | .5 二 针 i .1 一 0 和 


Las(z) -2 | = 《z)， 


烙 [0,.11] 分 为 两 个 单元 [0 ,1/2] ，[172，1]， 作 鲁 性 盾 
恒 ， 对 空间 杰 量 尘 离 散 化 .用 解析 方法 求 所 得 的 党 微分 方程 
初 值 问 题 的 解 . 


1 4 人 0 


附录 一 一些 单元 的 插值 公式 


. $1 三 角形 单元 
村 和 于 一 个 平面 上 的 三 角形 单元 【天 19)， 引 进 面积 至 标 
A，n，zha、 于 面 给 出 不 周 的 播 值 公式 并 说 了 明 它 们 的 特点. 
首先 给 出 Lagrange 型 活 值 ， 寻 搬 值 多 奈 式 的 什 在 节 成 为 已 
知 ， 不 状 庶 节点 上 的 微 商 值 . 


1.1 线性 年 值 
这 种 单元 又 称 Courant 三 角形 ， 节 点 就 是 侦 点 A (i 二 


1 , 2 , 3 )。 揪 值 儿 项 式 是 
区 CE, §) =d00cqret tadoy. (1) 
三 个 系数 可 以 内 三 个 节点 上 的 函 获 值 瞧 一 决定 ， 基 盯 数 之 一 
是 2 ， 然 后 用 下 标 2 ，3 代 换 1 ， 即 得 其 余 两 个 基 通 数 . 
误 洲 刁 计 是 
Wd nEO" ly ls, m= D0,1,%. (2) 
共 中 间 半 范 数 均 在 一 个 单 淆 上 考 氏 ,为 最 大 边 长 ， 


1.2 二 次 揪 值 


LT] 


Pi 


合 着 中 点 4 ,44 与 4 ,4a, 共 六 个 节点 (图 207. 
刹 导 多项式 是 ps (xz ,gg) = 之 Geodsz， (3) 


届 哑 二 本 而 总 时 


六 个 系数 . 基于 数 是 2，(241 一 上) 和 4212， ,然后 区 下 标 
按 攻 21 的 顺序 置换 得 到 男 外 四 个 基 吐 数 . 误差 估计 是 
uu [sOR TT I a 0 二 灿 起 3 . 《 生 ) 


人 


全 2 图 22 


1.3 三 次 插 导 
将 衔 边 三 等 分 ， 从 分 点 作 省 边 的 平行 强 ， 共 得 10 个 节点 
(图 22)， 捅 值 儿 项 式 是 


pa (AI) 一 oO gspzoga， (5) 


季 宇 十 肠 咏 澡 
共 10 个 系数 ， 共 函数 是 和 4.1C3A1 一 1)(341 一 2)/2. XNz 
《341 一 1)9/2， 久 sa(3%1 一 1)9/2， 捧 后 将 下 标 按 图 21 的 上 顺 
序 置 找 得 到 另外 六 个 基本 数 , 最 后 一 个 基 钞 数 是 27%1 和 5s. 
误差 估计 是 
gu nOR:-" ly 0 之 机， (6) 


1.4 不 连续 线性 插值 
这 种 单元 又 称 Crouzeix-Raviart 三 角形 ， 取 各 边 中 
点 为 节点 ， 插 值 儿 项 式 是 《1 )， 基 沙 数 之 一 是 1 一 2%,， 


i 之 


然后 用 下 妹 2 ，3 署 换 ， 认 次 估计 是 【2 7. 

上 下面 我 们 给 出 苹 ermite 型 播 值 ， 如 在 某 些 节点 上 要 求 
二 措 密 项 式 的 微 次 为 已 知 . 

1.5 Maorley 三 角形 

节点 为 4 (1 Si< 6 )， 在 节点 4;,，4,，4s 上 给 定 汪 
攻 值 ， 在 节点 4。，4。，4，。 上 给 定 播 值 廿 娄 的 法 问 微 商 ， 揪 
们 多 项 式 是 《 3 )， 误 其 估计 是 ( 4)， 以 卫 表 示 单 元 面积 的 
二 信 ， i 表示 顶点 4 的 对 达 长 度 (i= 1 ，2，3). 他 

总 1 一 由 2 一 4 一 上 一 下 | ， #9 二 罗 | 一 宗 ， 

y=, 9 P= —¥,, 

S11 (EST i 

则 基 秒 数 是 z 


和 二 (本 


2A 


入 )a， 和 十 号 和 :十 二 


4 【2 一 }, 
然后 将 下 标 按 狠 21 的 顺序 置换 得 到 男儿 四 个 基 范 数 . 
1.6 wienkiewicz 三 角形 


节点 为 4t (i 一 1 ，2 ，3 ). 在 节点 上 给 定 函 数值 以 及 
两 个 一 阶 微 商 ， 揪 值 多 项 式 如 〈 5 )。 但 是 已 知 条 件 仅 有 九 
个 ， 在 十 个 系数 之 间 还 需 一 个 限制 ， 这 个 限制 使 插值 函数 包 
食 一 切 二 次 多 项 式 ， 在 图 2 中， 没 4; 的 怪 标 为 (24,， #4)， 
则 限制 条 作 是 


G1 (A410)+ DS {2 (A1) + 


上 和 二 
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Cw 一定 .一 一 dy 2 (gy) = 0. 
在 此 限 抽 下 ， 插 位 录 数 可 以 出 节点 上 的 已 乱 共 人 忻 唯 一 确定 ， 
其 区 狐 是 2 3 一 271)】 十 2341AaXs， 轴 0 十 21724s72， 
143:0 十 42s%ax2， 然 后 将 下 标 按 图 21 的 顺序 置换 得 到 另 外 
方 个 基 国 数 ， 误差 估计 是 《4 ). 

柱 以 上 六 种 单元 中 ， 第 一 、 二 、 三 种 在 每 条 边 上 的 一 纵 
多 项 式 部 南 节 点 上 的 值 唯一 确定 ， 因 此 可 以 保持 插值 消 数 在 
机 邻 弟 元 的 公共 边界 上 的 连续 性 ， 称 为 0 类 单元 ,第 四 . 
五 退 不 能 保持 连 针 性 ， 只 能 当 作 非 协 调 单 元 候 用 ， 但 是 第 洱 
和 和音 矶 对 于 -一 次 多 项 式 ， 第 五 种 单元 对 于 二 次 包 项 或 ， 都 通 
过 了 分 片 检验 ， 它 们 分 别 可 以 用 于 二 阶 方 程 和 四 阶 方程 ， 第 
六 种 单元 虽然 可 以 保持 连续 性 ， 但 是 未 能 保持 币 商 的 连续 
柱 ， 对 于 四 阶 方 程 ， 它 仍然 是非 苏 调 单元 ， 可 以 证 蚂 ， 只 有 
当 记 有 单 光 的 三 边 分 缠 平行 于 三 条 已 知 直 弘 时 ， 才 能 通过 分 
片 榨 验 ， 可 以 构造 0C' 羔 单元 以 及 更 并 阶 的 插值 多 项 式 ， 还 
市 奇 性 单元 等 ， 插 和 值 公式 一 般 较 繁 

$2 钴 形 单元 与 四 过 形 等 参数 单元 

类 似 于 二 角形 单元 的 丙 积 坐标 ， 短 形 单元 人 记 有 一 些 稳 
数 . 任 取 一 个 单 元 { (2 3) VE， 全 
省 一 《人 洗 1 二 人 A232， 一 十 人， 网 可 以 作 变 挽 


2 2 
二 一 - { 交 一 交 。 _ 区 一 
? 地 一 1 ) ¥u 一 站， 


唱和 矩形 单元 的 象 是 1 (用 )， 一 上坟 5 且 1， 一 < 1 
它 是 一 个 正六 形 ， 我 们 以 下 以 5,# 和 作为 参数 ,首先 给 出 Lag- 
zange 开 捅 值 ， 


i 帮 44 


{# —#,) < 


2.1 双 线 性 插 贷 


以 四 个 顶点 为 节点 【图 
23Jj， 揪 和 值 多 项 式 是 
d=a00+ ood 

十 a 1 节 十 站 (1 帮办 ， 

(7) 

它 对 #5 ,分 别 是 线性 请 数 ， 
问 到 勾 亚 量 x*，#， 同 样 具 有 
双 线 性 性 质 . 

令 【5，9) 【1 si 委 4) 是 四 个 顶点 的 俊 标 ， 则 插 信 
基 哨 数 是 一 维 多 项 式 的 刁 积 ， 出 

({ 1 十 上 二 Cl1+IN)AA, 1 Rt， 

为 了 便于 表示 高 次 插值 ， 也 可 雇用 Lagrange 公式 胡 

未 基 函数 ， 人 el 一 3 一 一 1 ， Es = 一 上 ， 五 (一 (一 生 
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(5 一 51)， 则 林 泗 数 是 


了 ke  _.， 
《一 和 L” (Ei) 
L (7) 
CF—H) LE” OF) “ 
1 Ci, J 2. 
误差 入 计 是 (2 ). 


2.2 至 二 次 插值 


除 四 个 项 点 外 ， 还 取 四 边 
内 4 中 点 和 矩形 中 心 点 为 节点 ( 略 
24}， 桶 值 密 项 式 .是 
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a 


2 上 .7 ) 一 _ a (8) 
其 几 个 系数 ， 节 点 也 十 刀 个. 
他 上 1 一 有 一 一 1， 上 2 一 开 一 D. 上 3 一 ?3 一 1 ， 五 (一 05 一 
< 一 上 SS 一 上 苏 了 申 数 岂 基 一 维 折 值 多 项 式 的 涤 
和 要， 它们 是 


LD) je 
《一 二 天 [了 一 全 人 无 所 和 lb, ys3. 


2.3 不 完全 双 二 次 插值 

糙 驮 二 次 宪 值 单元 去 掉 节 点 4， 在 插值 多 项 式 (8)? 中 去 
掉 最 了 商 和 芥 项 as 和 ?站 2 ， 则 得 六 节点 单元， 以 {oi De {lL 
8) 表 示 各 节点 的 坐标 ， 则 大 
所 数 是 

于 (1 十 5 (1 十 9 有 
X【 二 二 TON 一 1 <4， 

《1 一 此 2 【1 十 六 分 2, 


t=5,7, 
C1—22) (1+46 2, 
z j= 0,8. 
天 25 误差 拖 计 悄 是 (4)， 


2.4 双 三 次 插值 
将 4 ,9) 平 面 上 的 正方 撒 每 边 作 三 等 分 ， 作 备 边 的 平行 
线 ， 得 一 个 16 节 点 单元 《图 中)， 播 值 多 项 式 是 


1 4 


gs(2 9 一 之 ace . C9) 
共 16 个 系数 . 

令 上 上 | 二 1 二 一 11， 去 。 一 好: 一 一 上， < 一 9 一 ， = 
Wa=1, L(A)S(E—mE E64). 生硬 直 也 是 一 维 折 人 
多项式 的 乘积 ， 它 们 是 

L(E) | LC) je 
这 ET < 4 
误差 估计 是 (6). 
2.5 不 完全 双 三 次 播 慎 


将 双 三 次 宪 值 单元 去 掉 点 节 4:(13<i 宏 16) ,在 搬 值 多 项 
式 (9) 中 去 掉 四 项 ，oa 8 大 3 前 8 asd ,00 ns, qa0 °°, 
出 得 十 二 节点 单元 ， 以 《GCCLSPSS12) 开 了 示 各 节 反 的 华 
标 ， 则 基 函 数 是 


(1 十 上 SC1 十 40 一 10 十 9 全 十 9 的 Si 4， 
(1 十 外)1 一 人 2)1 十 9994) i ,8, 11,12, 


STI (1 一 二 (1 十 9 有)， 1—5,6,9, 10. 


误 瘀 估计 仍 是 (6). 
以 上 为 Lagr an ge 型 灯 信 ， 下 面 是 Hermite 型 插值 . 


2.6 双 二 次 Hermite 型 揪 值 
取 图 23 的 节点 ， 搬 值 多 项 式 是 (9). 在 节点 上 给 定 &a， 
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da ra 


0831，D937D9，020s76ED9， 今 上 | 一 四 一 一 1 上， = 
一 1， 则 基 函 数 是 以 个 两 组 一 维 搬 人 多 项 式 的 乘积 ， 


TEINS+ED), TETE)(2—EE), iml,2, 


二) 1 
项 两 相 乘 以 后 得 16 个 村 函数 .误差 信 计 是 《6). 


2.7 不 完全 双 三 次 HHermite 温 插值 


这 种 单元 又 称 Adini 秆 形 ， 仍 到 图 33 的 节点 ， 搬 值 多 项 
起 与 第 2.5 段 中 本 完 爹 双 三 次 搬 代 入 同 . 在 节点 上 上 纵 定 对 数 
慎 以 及 两 个 一 阶 微 识 。 令 (56471Ei4) 是 各 节点 的 举 
标 ， 则 基 函 数 是 


CTES NC Hon 2 十 志和 十 991 一 到 一 9 )， 
一 到 6 1—S?N1+eS (i +7 ), 


— 1 id. 
误 羔 值 计 奶 是 (6). 
2.8 Wilson 知 形 


以 四 个 顶点 为 节点 .在 节点 上 给 定 函 数 征 ， 在 每 个 单元 
内 给 定 二 阶 微 珈 0 92/06 与 09: 了 :/97?， 搬 值 多 项 式 是 (3). 
六 个 系数 可 以 由 以 上 给 定 的 六 个 常数 唯一 确定 . 蕊 函数 是 


本 遇 


1+EE CI F991), il, 


1 - ea 1 /na 
误差 估计 是 《4)， 
2.9 等 参数 单元 


所 有 型 agrange 型 柑 值 的 单元 都 可 以 用 作 等 参数 单元 。 
同 如 : 
《a) 四 节点 双 线 性 等 参数 单元 . 
以 PE.gJCAi<4] 记 第 频 
2.1 段 双 绕 性 插值 的 基 函数 ， 
则 插值 公式 为 


t= > XP ED), 


y= YP sD), 


不 二 > 中 
i 尝 ”38 


其 中 一 1<6 ,11 玫 时 汪汪 ,3 大人 参 数 形式 表 出 ， 定 义 在 平 
面 上 的 一 个 虽 地 捞 单 元 上 上 【图 26)，(3， 扩 ) 是 节点 在 (4z ,的 
平 徊 上 的 坐标 ，4: 是 节点 上 的 函数 仁 . 

Cb) 八 带 点 不 完全 又 二 议和 萝 竺 参数 单元 . 

以 geETDOUST8) 记 第 2.3 妈 不 完全 双 二 次 扬 值 的 基 
半数 ， 则 插值 公式 为 


= SPE,9), 
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# 一 > yD .07), 


圭一 D> uP .7), 


其 中 一 i 所 5 .和 1。 一 般 ， 
单元 是 平面 上 的 一 个 曲 达 四 
边 形 【 医 27)， 在 特殊 司 沈 
下 ， 四 边 形 的 边 可 以 是 直 
图 27 级 . 

等 参数 插值 公式 较 儿 用 于 四 边 形 单元 ， 也 可 以 用 于 三 角 
形 单元 . 

在 以 上 各 四 边 形 单元 中 ， 第 一 至 第 五 种 以 及 第 九 种 可 用 
于 C* 类 单元 、 第 六 种 单元 不 仅 可 以 保证 相 邻 单元 的 公共 边界 
上 捕 俯 函数 村 续 ， 而 且 还 可 以 保证 其 一 阶 微 商 连续 ,为 避 
类 单元 ， 第 七 种 单元 虽然 是 Hermite 型 捅 值 ， 但 是 一: 防 
微 商 在 单元 边界 上 仍 不 连续 ， 员 是 C?" 奖 单元 第 八 种 单元 
甚至 不 能 保证 画 数 的 连续 性 ， 作 为 非 央 调 单元 ， 第 七 种 单元 
对 于 二 次 多 项 式 ， 第 八 种 单元 对 于 -一 次 多 项 式 都 通过 了 分 片 
性 蛤 . 


33 三维 单 元 
几乎 折 有 的 二 维 单元 都 可 以 推广 划 三 维 ， 例 如 ， 


3.1 外面 优 钱 性 单元 


以 (2 88)， 引 进 体 
积 坐 杯 汐 


1 


| 1 下 # EE 
让 一 上 上 。 Ss ， we, 
| ， 和 | 
1 诡 1 #) | 
] 1] zh 由 也 5 
岂 : 一 ， 
~ Zz | 站 | 
! x ¥ zz | 
i | | 
其 中 po| lt Ts: WY 2Z; 
1 ws YI 广 a | 
| ] 区 
ML<Si<s4) 就 是 基 函 数 . 
3.2 八 节点 等 参数 单元 
设 参 数 汶 二 .9 二 【一 1 过 
.4,61)， 正 六 面体 的 顶 ， 
点 为 (841,91,61) [TS3<S8)， 
制 基 函 数 为 2 
Pd,Y,6) 图 23 
一 癌 (1 十 6 (3 + (1+), LT<8 
插值 合式 是 
T x 
5 上 


之 | #， 人 
2 gr 


5 一 Zp.9.6), 
Cr,y,21) 是 空间 六 面体 单元 顶点 的 坐 轩 ， 册 基 函 数值 . 


3.3 二 十 节点 等 参数 单元 


让 正六 面体 1 了.6): 一 [ 革 6 .7 ,61 前 种 天 点 与 各 楼 
的 中 点 沪 节 点 《 辕 29)， 节 点 举 标 为 (649 ,E10(] 所?20)， 
和 作 不 完全 双 二 次 Lagrange 插 值 ， 在 插值 多 项 式 中 不 信人 
十 项 ， 基 聘 数 
是 
BESOLTIN I TES EST I+ —2), 
TREE 


本 (1 一 523f1 十 381 十 6 9sSiS12， 
了 一 他 人 St 13<i1， 
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TENMITESICL TN), 17<t<20. 
HP， (5,7,5) 记 以 上 各 基 函 数 (<is20)， 则 播 倩 仿 式 


， so Tt 
| y j=3| 乡 ; 各 全 9， 
了 | Rl zs 


个 一 2 名 二 入， 6), 


r= 二 


Cx,yi,z) 是 空间 六 面体 单元 相应 节点 的 素 标 ， 是 务 数 
值 . 
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mr 


di 2 i 


附录 二 、 Babuska-Brezzi 理 论 


设 五 ， 了 为 实 有 Hilbert 空 间 ，b(tg,v) 是 xX 了 上 的 有 和 芥 
式 线 性 泛 画 ， 令 
V ={0EX, Bg,v)=0, YrEF), 
所 的 正 冯 余 村 空间 为 F， 以 全 与 了 “分 别 表示 下 与 Y 的 对 
帐 空间 .定义 六 ,的 极 代 汶 
VI=19g€EX;, 99)=0, Yoer,}. 
此 和 外 ， 对 于 给 定 的 8E 革 。 存 在 一 个 哈 一 的 :EY 了 ',， 使 
HO)=009,0), YE 
令 1 二 By， 则 BB :一 了 ' 是 一 个 有 界线 性 算 子 . 同 理 , 对 于 第 
定 的 vE€ 了 了 ， 关 在 一 个 唯一 的 9 也 ,使 
gg)=0(9,0), YYyez. 
委 9 一 号 2， 则 有 了 一 于 "是 吾 的 对 偶 算 子 。 
引 理 1 以 下 三 个 性 项 是 等 价 的 : 
《aa ) 在 在 玫 数 有 > 0， 使 


sup > Blot:, yovEY, (1) 
(b ) 算 子 B' 是 从 到 V "上 的 一 个 间 构 ， 并 且 
Bolx. Blvly, YoEY, (2) 
Ca) 算 耶 B 是 从政 到 了 /上 的 一 个 同 构 ， 并 且 
Iaqlr >piglx, vax (3) 


证 明 可 先 让 明 (8) 与 《2》 的 等 价 和 性， 对 于 s& 站， 
令 9= 互 2， 则 上 由 
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{glix: 一 sup 一 | 


可 知 ，《 1 ) 式 与 《2) 式 是 等 价 的 ， 下 而 只 要 证 明 当 ( 1 7 
或 (2) 成立 时，B' 是 从 到 VY” 上 的 一 个 同 物 ， 设 8 的 值 
域 轩 RCB 沾 ， 则 由 《20 式 ， 吾 "是 从 了 到 让 号 的 一 个 一 一 
对 应 ， 昌 :的 逆 算 子 也 是 连续 的 .因此 B' 是 同 构 . 我们 天 证 
则 
ROB N=V". : (4) 
轩 为 如 "是 同 构 ， 所 以 尽 ( 瑟 "是 和 "的 财 子 空间 .由 Banach 
闭 信 域 定理 ， 凤 各 《4 ) 式 . 
其 次 征明 (bj) 与 2) 的 等 价 性 . 没 从 天 到 的 正 
交 投 影 算 子 为 P.， 任 取 9E(PF)7， 柯 以 取 一 个 二 "上 的 元 吉 
雪 ， 它 的 定义 是 
F900=9(Pa), 了 入 人 下， 
时 然 ，FEV ， 而且 对 应 关系 9 一 将 (CFT)/' 等 吗 屯 映射 到 
VY? 之 上 ， 把 (P42)' 与 KY' 等 同 ， 就 可 以 活 现 (hb) 与 (6) 是 等 
人 剧 的 . 证 完 . 
正面 的 引 理 是 第 三 - 音 定 理 1 的 推广 
引 弄 2 如果 
Ca) loa,p) < Mallzllvllr, Yo€E, vEY, 


五) 对 任意 的 FE!'， 问 题 , 求人 七 六 ;， 使 
blga, B=—=F(v), YEY,, C6) 
唯一 解 ， 并 且 
gaz PHF ly, , ‘7?) 
其 中 年 与 分别 是 二 与 的 财 线 性 于 空 夺 ， 


~ on A pr ET Lg eto pt Pee i Ln le .i hi ch 


寿 存 在 只 依赖 于 常数 于 与 ?的 常数 C， 伺 得 只 要 ?E 荆 与 了 
所 于 ,满足 

bp, v=b(ps, 9) YHET,, (8) 
就 有 tp 一 ?ilz<sC inf llp— allz, 9) 


证 明 插 取 YE 及:， 出 《8) 式 得 
Ba— ps, Tt)—O 0—p, 9). 
令 F(s)—b( gp, 9), 
着 | 玉 和 了 了 7， 出 《57 式 得 
| 如 | Ig — llr. 
4 一 ps 是 问题 (6 ) 的 解 ， 中 《7) 
上 le 一 ?lzsy 开 1 一 到 
后 此 . 
la— zalz 人 lp — lz 二 | — $l 
(1+7M)||p — gllz. 
巾 g 的 任意 性 ， 取 右 式 的 下 确 界 ， 即 得 《8 ) 式 ， 征 党 。 
定理 1 (Babuika) 设 
Ca) log, oY EMIalzllvlly, YIET, vEY, 
Cb 在 在 常数 >>0， 使 
sup™ fe plvllr, YEY, 
Cc) supelg, vv) > 0, YIER, gx 0. 


{dd) FFE, 
山 问 题 ， 求 ?Ee 了 了， 使 
bag, 9)—=F(I), YaE, 
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有 唯一 和解 ， 并 上 县 
lol < Flr, . 


此 外 ， 设 
(e) 存在 常数 >0， 使 


Sup E> 而 wh。 YEY,, 


其 中 了 ;与 了 分别 是 也 与 了 的 闭 强 姓 子 空间 ， 
tf) sup bq, v0, ¥9 人 ER, 40, 


则 存在 只 依赖 于 如 与 8 的 之 数 O， 合 得 只 要 vz， ET 了 ,是 问题 
bla, P=FIg), YIeX, 
的 解 ， 就 有 


le—talr EC int | 也 一 如 | 
HE 让 


证 明 ”由 条 件 (c 》 可 知 V, 一 {0), 因此 Vr'= 瑟 ,内 
引 理 1 与 条 件 (b)}， 算 子 B' 是 从 了 到 甘 ' 的 一 个 同 构 ， 并 县 
MB * slix. Flvly, ‘Yo 
即 对 任 音 的 E 访 1，v 二 CB')- :1F 醒 存在 ， 并 有 
lr ile ， 
这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 
报 据 以 上 结论 ，24; 是 存在 叭 一 的 ， 并 及 
lear < BFilz, 。 
E51 > 
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i | - 
和 4 Uy mr pr Facepiece oleate ap er he a re a 


， 了 1 
| -ollr < 1 十 LM) inf ll — wllr. 
ay we 


这 就 证 明了 定理 的 第 二 部 分 。 证 完 . 
答 易 看 出 ， 定 理 1 的 第 一 部 分 是 Lax-Milgram 定 还 的 
一 个 推广 ， 第 二 部 分 是 萌 贺 型 问题 有 限 元 解 韵 误差 估计 的 一 
个 推广 ， 下 面 我 们 介绍 已 rez&i 的 理论 ， 
设 G(p, 8 是 下 和 赤土 的 有 界 邓 组 性 泛 明 
| 人 {< glizllalls, 
68(q9，2) 蚌 卫 x 了 上 的 有 界 双 线性 泛 函 - 
| biq,2) | 所 如 ,Ng lxl|elly, 
EA /FEY', 考虑 如 下 间 是 , 求 p7E€ 世 与 WE&Y,， 和 使 
(APH A), VY9EX, 
Bb(p,0) = Fo), vvEY, 《19) 
讼 站 x 与 卫 分 别 是 王 与 了 的 闭 线 性 子 空间 . 考虑 (10) 
疾 有 限 元 近似 ， 即 求 py，，WEYh， 使 


和 人 YEE 
bps,2) = FV), YoEFs, (Di 


VFIIER, bq,v)=F(o), YrEY }. 


VF)= {gE X,, bl9,0)= Po), vvEY,), 
并 且 记 
Vo=V(0), Vio—V at 0)., 
定理 ? (Brezzi) 证 
(a) 存在 常 煞 4>0 ， 使 
alp. Pallplli, vrEVF,, 
Lb) 存在 稍 数 三 0 ， 人 使 
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sup 2 Bllvhr, vrEY, 
Pie 


抽 问 题 (10) 有 唯一 和 解 ?，%， 满 足 
lpllz tlally eslr. 十 | 有， ), 
其 中 心 只 依赖 本 Ge， pHiN,. 
此 处 ， 设 
《cu 存在 常数 98>>0， 使 
gtp, pe YPEVF,,, 
Cd ) 存在 常数 > 0， 
sup 2 Dot, YoEY,, 


zlls 
PE 
户 拟 用 


负 问 题 《11) 的 解 满 足 如 下 的 误差 售 计 ， 
lp — pal Tilu — uallr 


<olinfll 一 引 * 十 if ‘Tuells 
2 pe 


其 中 只 依赖 于 &, 记 和 半 ,,，N，. 
证 明 可 困 8,w 满 里 Q0)， 则 pE VCF)， 并 了 E 
oP), FoEV,. {12) 
世 条 御 (b ) 和 引 理 1 ， Y(tF) 是 非 空 的 。 出 条 性 (3 ) 和 Lax- 
Milgram 害 理 ， 和 问题 (12) 有 了 叭 -- 解 p EV(F)， 并 且 
lpilx CHF. tI: }, (13) 
其 中 局 只 根 荐 和 于 B,@ 与 于，. 
考虑 如 下 问题 ， 求 x EY， 使 
Dg Oop, 9), ¥ 9g€ET. (14) 
令 gt = -atp,), 
抽出 《12) 容易 着 出 9EPF"， 由 引 理 1， 问 题 《14) 在 症 唯 


15 台 


一 芍 解 wt 了 了 ,并且 
lullr< Higllz, < 闲人 Ciz 十 型 ,lallzy， 
以 《433 式 代 入 妈 得 lially 的 估计 ， 我们 得 到 的 9?，g 就 是 (0》 
的 炊 . 
其 次 ， 令 
BCPp, Hu), (C9,0))— alp, 4b(g, g++h(P,v), EE 
一 个 定义 在 (XX 了 )x(t 和 Xx 了 ) 上 的 和 丰 界 况 线 性 兴 丁 . 问题 
{10) 等 价 于 ， 求 (8p, 丰 ExF， 个 
bP LY), (0.0))= GD+F(9)Y, 
Yq,w)E AxY. 
问题 (11) 等 价 于 ， 球 (pa，W3) EX 了 了， 和 售 
(人 下 Hs), AD) = GFF 9 ), 
YE RX Fs;. 
它们 的 解 部 是 存在 唯一 的 .由 引 理 2 就 证 明了 定理 的 第 二 部 
由 以上 两 个 定理 可 溢 着 出 ， 洒 件 ( 1》 对 于 不 请 足 强 拥 
` 性 条 件 《第 一 剖 条 性 (16)) 的 变 分 问题 具有 站 本 的 重要 性 ， 
它 一 般 你 为 Babuska--Brezrzi 茶 御 ， 
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习题 答案 及 提示 
i 第 一 六 


在 区域 如 ， ={(z, 2) scr < 二 上 用 Green 公 式 . 
念 s 一 十 4 ， 可 以 证 明 古 典 微 商 是 龟 上 的 广 闵 微 坎 . 
当 #€ 于 :(Q)， 在 广 闵 微 商 定义 中 允许 我 们 用 wz 代替 
P. 
对 于 OC”( 加 ) 中 的 通 数 ，reen 公 式 成 立 ， 利 用 定 班 1 与 
定理 4. 
分 别 在 区 域 届 | 与 号 ,上 用 遇 ?8en 公式. 
求 &E!1( 旬 )， 司 

+ | ,buvas 

=| fvar+ | ya, 


YEN{D), 
十 以 证 明寺 ww EHita, bb)， 


| Cr) dy 
2 a ua+ ba) (u(r dr). 
第 二 齐 


不 妨 设 矩形 为 {lx ); OXY<g， 0 之 站 }， 出 w 可 


区 只 -一般 冠 汶 
ee 人 


TY TZ Ys 
七 灶 s 十 六 (1 a 5 ， 


丰产 
4 为 节点 秆 . 
2， 单元 刚度 矩 阵 是 对 称 的 ， 
1 一 1 一 172 172 
b 1 1/2 一 172 
3 a 站 1 | 
1 
| 1 7 3 一 工 /2 一 | 
十 一 三 3 一 ] —1/2 
3 妆 1 1 72 - 
1. 党 一 种 训 分 ， 
位 称 410 :cm) 
i 2 3 年 5 6 

时 5.08 4.89 44.7 了 向 2.57 2.37 2.28 

—0.303 一 0.383 0.0469 —0.532 —0.119 0Q.26é 

应 力 (Kg/cm?) 

1 2 3 4 5 

JT» 99,.5 100.7 100.2 99.3 103.1 

yy —0.189 0.8685 —0.546 2.12 1 .35 
Tor 0.270 1.01 一 0.424 一 0.937 —3.17 
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é 了 8 


Ts 102.9 95 .1 98 . 侣 
oy 28.8 0.959 27.7 
Fry 一 1.86 0.633 二 。 工 各 
第 二 种 刘 分 
位 移 (410-4CIT) 
1 2 9 二 
ms 入 ,了 5 4.89 . 5.,05 2 .2 
vb —0.0705 0.359 0.780 一 0.278 
5 6 
Li 号 2.56 
上 0.107 OO.519 
迷 力 (kg/cm:) 
1 2 3 和 
FT 99.3 100.4 100.8 99.5 
o, 2.14 一 0.544 0.729 一 和 .167 
Try 0.881 0.399 一 1.07 —0.202 
5 6 i 8 
厅 。 99.0 95.,1 102.9 102.9 
oy 27,7 0.967 28.8 1.34 
Fr 一 4.34 一 0.682 1.68 3.11 
第 三 章 
1. 在 定理 1 中 凌 一 a= 1. 


3. 《ah 证 明 当 节点 值 为 零 时 ， 插 信和 西数 全 等 于 营 . 
《hb ) 用 带 积分 型 余 大 的 工 ayY1or 公 式 分 别 展 开 节 点 什 与 
法 向 微 商 值 ， 积 分 号 下 均 取 到 & 的 三 阶 微 商 . 
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LE er eT Et he bleed ee 
a hr 


歌 ?E C3CBQ)， 楷 |[z 一 zf/ 之 8， 著 定理 1， 


(< ) 考 碟 辅助 阿 题 
{0 


(Co )=w CO)=w 1}=w/ (11)= 0., 
第 四 齐 


Cb ) es)=i| (osest ose Torpes) diy 


+|( (22=+ Br +fs Juadzay 


+| (总 (2 + +fo)vdray 


-| {Wal(TCOB Pp ,TH TOStr, #¥)F 


Tb (rcosg(p， ro cos ty, yD) ds. 
证 旬 齐 次 方程 只 有 零 解 . 


5a oo)= 一 | .并 qdz 


es 分 妇 Ons 
Sf > (pt Sn ja 
时 mn 
一 一 二 | > qucos(s, Xe}ds, 
时 Fil 


在 每 条 这 六 起 取 站 大 五 (开门 . 
第 一 种 天国 数 满足 
1 ， 了 一 多 
| . 
0 ， 了 二 
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8 一 过 一 0， (Fy) ED,, 
它 是 连 挝 的。 于 是 PE8i(D). . 
第 二 种 基 酉 数 视 是 多:( 有 4y) 一 0， 仪 在 一 个 单元 上 
外史 (或 -9 等 于 工 ， 其 余 -2 全 信和 均 为 零 ， 
这 时 gC 站 人 私 直 在 一 个 单元 上 的 积分 . 

了 :. 当 ws 蚌埠 调 有 限 汇 格式 的 解 . 令 P1 二 OM/O%，Ps= 
ua/ O04， 可 以 直接 验证 31,P;， ua 是 杂 谈 有 限 元 格式 
的 解 。 反 之， 设 P1,8s,W4 是 杂交 有 限 元 格式 的 解 ， 将 
2 在意 元 上 天 扬 为 双 钱 性 国 数 ， 虽 可 证 一 Dea7 dxX， 
ps 一 B03/089， 并 晶 ws 是 协调 有 限 元 格式 的 和 解 ， 

8. 了 一 人 和 人 (人 [DT uo, EP(D). v0 )= 
下 D 

py— palli+ la — us OP Ipl ;+ [x] 2). 


第 五 童 
T， 以 面 春 肖 标 作为 积分 变量 ， 可 以 计算 得 
上 
人 (1 1 
“1 | 2 | 
过 度 # Ee)， i 


Ox Ov , Ox Ov 
| 站 人 站 Ty 2 ) Tuy=0, YoEP (HD,) 


的 充分 必要- 每 件 是 4 唾 各 数 . 
古 ， 4 二 38.7 1D ,特征 函数 就 是 对 应 于 中 间 节 点 的 基 澳 数 ， 
4 册 具 (关外 ;得 


af 站 二 
. 取 {1 C5(B) 避 近 ay， 


和 
在 嘛 合 B={wE Br 


lull = 1} 上 w 可 以 由 F 中 的 省 数 一 致 通 近 . 


第 六 章 


。 求 #06097 EVV， 本 


生 寺 汪汪 时 
Wr 


必 im}) p11 
# 


br 上 出 


| Lm | (NE 
TE |] | 一 一 一 -一 一 -一 一 
下 


Cd [mb C+ 


< Oh 


EWE 一 占 1 
—(f ,0), YEF,, 


—PP 


DTatuses ,0) 


mm-iy) 


1。 


} 


ks: 由 


— Oh 性 | 0: war 


cui) 
< 大 [时 


如 :如 


dF 


马列 


。 前 = (7 (二 二 jsin 12t+ uo ( 1 )eos VIIa) 【和 


2 ， 
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[2] 
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